Glava 1

Kompleksne funkcije

1.1 Funkcije kompleksne promenljive

1.1.1 Pojam kompleksnog broja

Algebarski oblik kompleksnog broja. Kompleksan broj defi-
nisemo kao izraz x + yi, gde su x i y realni brojevi, a i, koje zovemo
imaginarnom jedinicom, ima osobinu da je i = —1. Ako je z = x + i,
onda x zovemo realnim delom kompleksnog broja z, a y zovemo imagi-
narnim delom broja z i oznacavamo ih sa Re(z) i Im(z). Kompleksni
brojevi x1 +y1¢ i 9+ Yot su jednaki ako i samo ako je x1 = x9 1 y; = yo.
Konjugovano kompleksan broj, odnosno konjugat, kompleksnog broja
x+yi je x—yi. Konjugovano kompleksan broj broja z se oznacava sa Z.
Skup svih kompleksnih brojeva oznacavamo sa C. Nije tesko uociti da
se skup realnih brojeva moze smatrati podskupom skupa kompleksnih
brojeva, posto realne brojeve mozemo shvatiti kao kompleksne ¢iji je
imaginaran deo nula.

Funkcijom f(x + yi) = (z,y) definiSemo izomorfizam vektorskih
prostora (C,+,-) i (R? +,-). Metriku u oba prostora definisemo sa
d(xy + 13, T9 + Yoti) = \/(xl — x9)? + (y1 — y2)?, te ¢emo kompleksne
brojeve geometrijski predstavljati kao tacke prostora R2. Osu na ko-
joj unosimo Re(z) nazivamo realna osa i oznacavamo sa Re, a osu na
kojoj unosimo I'm(z) nazivamo imaginarna osa i oznacavamo sa Im.
Jedini¢ni vektori ovih osa ¢ine bazu i definisu kompleksnu ravan. Po-
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jam beskonac¢nosti, u kompleksnom smislu, razlikuje se od pojma realne
beskonac¢nosti. Kako skup kompleksnih brojeva nije ureden, tada se ne
moze govoriti o pozitivnoj ili negativnoj beskonacnosti. Beskonacnost
(00) treba shvatiti kao "tacku” koja je beskona¢no udaljena od koor-
dinatnog pocetka i do koje se stize bilo kojim beskonacnim kretanjem
kroz kompleksnu ravan.

Osnovne operacije sa kompleksnim brojevima. U izvodenju
operacija sa kompleksnim brojevima mozemo koristiti algebru realnih
brojeva, zamenjujuéi i2 sa —1 kada god se pojavi.

1. Sabiranje ¢ oduzimanje
(1 + y1t) £ (22 + yoi) = (21 £ 22) + (11 £ ya)1.
2. Mnozenje

(.7)1 + ylz) (l’g + yﬂ) = (JfllL’Q — y1y2) + (xlyg + Igyl)i.
3. Deljenje

Ti+yit Tyl Ty — Yol Tl Y | YiTa — L1l

To+ Yol To+Ysi To—Yoi  TZ+ Y3 3+ y3

Modul kompleksnog broja. Modul broja z = x + yi, u oznaci
|z|, definiSe se kao |z| = /2% + y? i predstavlja rastojanje broja od
koordinatnog pocetka.

Za kompleksne brojeve z1, zo € C vazi:

L |212] = a2l 2] = £ 7a 2 #0;
2. |21+ 22| < |2| + |25
3. a1+ 22| 2 [a1| = 22| 1|21 — 22| = |21] — |22;

Trigonometrijski oblik komplek-

snog broja. Ako je z = x + yi tacka u Im z=xtyi
kompleksnoj ravni, mozemo videti sa Slike r

1 da vazi x = rcosp,y = rsinp gde je Y

r = /22 +y? a ¢ je ugao koji vektor ¢ .
7 polozaja tacke z gradi sa Re osom i © * Re
nazivamo ga argumentom kompleksnog Slika 1.

broja z i oznacavamo ga sa Arg(z). Uocimo
da argument kompleksnog broja nije jedinstveno odreden, nego je
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odreden do na 2kw, gde je k£ ma koji ceo broj. Odavde sledi da je
z = r(cosp + ising), Sto nazivamo trigonometrijskim oblikom kom-
pleksnog broja, a r i ¢ nazivamo polarnim koordinatama.

Nije tesko uociti da je ¢ = arctg £ + a pri cemu mogu nastati
sleded¢i slucajevi, u zavisnosti od polozaja tacke z = x + yi:

(i) Ako je tacka u prvom kvadrantu, tada je a = 0;
(ii) Ako je tacka u drugom ili tre¢em kvadrantu, tada je o = T;

(iii) Ako je tacka u cetvrtom kvadrantu, tada je o = 2.
Na ovakav nacin dobijamo da ¢ € [0, 27].

MoivrREova formula. Ako su 2,z € C kompleksni brojevi, pri
¢emu je z; = r1(cos @1 +isin 1), 2o = ro(cos o +isin ps), tada imamo
da je _
2122 = r112(cos(ip1 + 2) + isin(pr + p2)),

2= "(cos(p1 — o) +isin(pr — ¢2)),
sto se dokazuje pomocu adicionih formula za trigonometrijske funkcije.
Generalizacijom ovih formula dobijamo

2129 2y = 11T Tn(COS(01 Qo+ - A pn) i sin(p1 + o+ 40n)),
odakle za z; = 29 = - -+ = z, = z dobijamo da vazi

n

2" = (r(cos p + isin))"™ = r"(cosny + isin ny).

Poslednji izraz nazivamo MOIVREovom formulom.

Eksponencijalni oblik kompleksnog broja. Polaze¢i od MAC-
LAURINovih razvoja funkcija e” sinx i cosx, uzimajuéi da je x = ip
dobijamo EULERovu formulu €%’ = cos ¢ + isin ¢, odakle sledi da je
kompleksan broj moguée predstaviti u obliku z = re®, sto predstavlja
eksponencijalni oblik kompleksnog broja.

Koreni kompleksnog broja. Broj w nazivamo n-tim korenom
kompleksnog broja z ako je w™ = z i piSemo w = z%, gde je n pozitivan
ceo broj. Iz MorvREove formule, zbog periodi¢nosti trigonometrijskih
funkcija, dobijamo da vazi

2w = (r(cos(p 4 2km) + i sin(p 4 2km)))w,
=7 (cos (£55%) +isin (£5247))
Zak=0,1,...,n—1 dobijaju se razli¢ite vrednosti prethodnog izraza
iz cega sledi da postoji n razli¢itih vrednosti za z%, pod uslovom da je

z # 0.
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1.1.2 Pojam funkcije kompleksne promenljive

Ako svakoj vrednosti kompleksne promenljive z, prema nekom pra-
vilu f odgovara jedan ili vise komepleksnih brojeva w, kazemo da je w
funkcija od z i pisemo w = f(z).

Jednoznacne i viSeznacne funkcije. Ako samo po jedna vre-
dnost w odgovara svakoj od vrednosti z, kazemo da je w jednoznacna
(uniformna) funkcija od z. Ako vise od jedne vrednosti w odgo-
varaju svakoj od vrednosti z, kazemo da je w viseznacna (multiformna)
funkcija od z !

Nacini zadavanja kompleksne funkcije. Neka je z = x + yi
proizvoljna tacka iz C. Postoji vise nacina zapisa funkcije kompleksne
promenljive.

a) Zatvoreni oblik funkcije zadaje se izrazom koji zavisi samo od
nezavisno promenljive z (bez z).

b) Razdvojeni oblik zadaje se izrazom f(z) = u(z,y) + v (z,y), pri
¢emu se u(x,y) i v(x,y) nazivaju realan i imaginaran deo funkcije f(z).

c¢) Eksponencijalni oblik zadaje se izrazom f(z) = R(x,y)e?®),
gde se R(x,y) naziva funkcijom rastojanja, a 6(x,y) funkcijom argu-
menta funkcije f(z).

Analogni oblici kompleksne funkcije mogu se definisati ako je neza-
visna promenljiva z zadata u polarnim koordinatama.

Pitanja postojanja grani¢ne vrednosti i neprekidnosti funkcije f(z)
u tacki zg = z9+yo? svode se na ekvivalentna pitanja za funkcije u(x, y)
iv(x,y) (odnosno R(z,y) i0(x,y)) u tacki (xo, o), kada se te funkcije
posmatraju kao funkcije dve promenljive.

Elementarne funkcije

a) Eksponencijalna funkcija se definise izrazom
w=e* ="t = ¢ (cosy + isiny)

gde je e baza prirodnog logaritma. Ako je a realan i pozitivan broj

INavedene definicije mogu se strogo formalizovati, §to bi znatno opteretilo tekst
ove knjige.
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definisemo a* = e*!"?  gde je Ina prirodan logaritam broja a. Ovo se

svodi na prethodno ako je a = e.
Kompleksna eksponencijalna funkcija ima osobine slicne realnoj
eksponencijalnoj funkciji. Na primer, e® -e?2 = 1152 ¢ [e?2 = #1772,

b) Trigonometrijske funkcije.

. .. . o 61'276_” .
Sinusna funkcija sinz = “—5—;
. .. iz —iz
Kosinusna funkcija cosz = “—;
iy _ sinz __ _e¥—e % |
Tangensna funkcija tgz = cosz = Here=);

Navodimo neke od osobina kompleksnih trigonometrijskih funkcija.
sin? z+cos? z = 1, sin(—z) = —sin z, cos(—z) = cos z, tg (—2) = —tg z,
sin(z; & z9) = sin 21 cos 2o & oS 21 8in 29, cos(z1 £ 22) = cos 21 €Os 23 F
sin 2z sin zs.

Interesantno je da sinusna i kosinusna funkcija nisu ogranicene
na kompleksnom domenu. Na primer, ako u izrazu koji definise si-
nusnu funkciju, z zamenimo sa ix dobijamo da je siniz = —%sh x,
odakle zbog neogranicenosti funkcije sh x sledi neogranic¢enost sinusne
funkcije. Sliéno se pokazuje neogranicenost kosinusne funkcije.

c) Hiperbolicke funkcije se definisu na sledeéi nacin:

z z

Sinushiperbolicka funkcija shz = &=—;

' ' .C 7 _ ete ®,

Kosinushiperbolicka funkcija ch z = “5—;
) C i __shz _ e*—e %,
Tangenshiperbolicka funkcija tghz = §= = S==;

Navodimo neke od adicionih formula koje vaze za hiperbolicke funkcije:
ch?z—sh?z=1,sh (—z) = —sh z, ch (—2) = ch 2, tgh (—z) = —tgh z,
sh (z1425) = sh zich zotch z3sh 29, ch (21£29) = ch z1ch z5Fsh zysh 2,.

Viseznacne funkcije. Kao motivaciju za posmatranje viseznacnih
funkcija razmatracemo funkciju f(z) = Arg(z). Zbog periodi¢nosti
funkcija sin ¢ i cos ¢, €iji je period 27 iz trigonometrijskog oblika kom-
pleksnog broja zaklju¢ujemo da argument kompleksnog broja nije jedin-
stveno odreden, nego je odreden do na 2km gde je k bilo koji ceo broj.

Dakle, ako je 2z = re!@%m (o € [0,27) je fiksirano), tada funkcija
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Arg(z) = ¢ + 2km promenljivoj z pridruzuje beskona¢no mnogo ra-
zlicitih realnih vrednosti, i ona predstavlja najelementarniji primer
viSeznac¢ne (multiformne) funkcije. Vrednosti ove funkcije naziva¢emo
glavnim vrednostima ukoliko je Arg(z) = ¢ € [0,27) i takvu vrednost
argumenta oznacavacemo sa arg(z). Postavlja se pitanje da li ¢e vre-
dnosti nekih drugih funkcija zavisiti od izbora vrednosti argumenta ako
se nezavisno promenljive zadaju u polarnim koordinatama. Odgovor je
naravno potvrdan. Razmotri¢emo uticaj izbora argumenta nezavisno
promenljive na vrednost korene i logaritamske funkcije.

Elementaran primer viseznacnog preslikavanja je f(z) = 22. Kako
je svaku tacku kompleksne ravni moguée predstaviti kao z = re!(¥+2m)
(k € Z, ¢ € [0,2m) fiksirano) tada je skup slika ove tacke dat sa
22 = {rzel5Hik € Z). Vidimo da za k € 2Z dobijamo iste vred-
nosti ove funkcije, a takode i za k € 2Z — 1. Stoga, moguce je iz-
dvojiti dve razlicite vrednosti ove funkcije koje odgovaraju istoj tacki.
Ako je Arg(z) € [4km, (4k + 2)7) tada se slike nalaze u gornjoj polu-
ravni ukljucujudi i pozitivan deo realne ose, a ako je Arg(z) € [(4k +
2)7, (4k + 4)m) slike se nalaze u donjoj poluravni uklju¢ujuéi i nega-
tivan deo realne ose. Zbog prethodno navedenog dovoljno je posma-
trati dve vrednosti argumenta nezavisno promenljive i to slucajeve kada
Arg(z) € [0,2m) 1 Arg(z) € [2m,47). Zamislimo da se kompleksna ravan
sastoji od dvalista ! ito na prvom listu argumenti kompleksnih brojeva
su na intervalu [0, 27), a na drugom na intervalu [27, 47). Odgovarajuce
funkcije koje slikaju ove listove nazivamo granama 2 funkcije f(z).
Kako nije moguce uzimanje tacaka sa razlicitih listova, a da funkcija
pritom ostane jednoznacna tada se povlaci zasek ® , u ovom slucaju
duz pozitivnog dela realne ose. Zamislimo da je gornja granica prvog
lista spojena sa donjom granicom drugog lista, po zaseku, i obrnuto.
Tada se prelazeci preko zaseka, prelazi sa jednog na drugi list a samim
tim se menja i grana funkcije. Za funkciju f(z) = 27 kazemo da je

llist je standardan naziv za predstavljanje svih tacaka kompleksne ravni na
kojima je funkcija jednoznacna, Sto se postize definisanjem granica za argument
tacaka.

2 grana predstavlja restrikciju funkcije na njen list.

3 zasek predstavlja barijeru preko koje nije moguée preéi pri posmatranju tacno
jedne grane visezna¢ne funkcije. Povlacenjem zaseka mogucée je definisati tacno
jednu granu funkcije na skupu kompleksnih brojeva bez zaseka.
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dvolisna, to jest da se njena RIEMANNova * povrs sastoji od dva lista.

Vidimo da se obilaskom oko tacaka z = 0 i 2 = oo argument nezavisno
promenljive menja tako da dolazi do promene grane funkcije. One
predstavljaju algebarske tacke grananja ® drugog reda funkcije f(2).
Uopstavajuéi ovaj primer, s obzirom na definisanje pojma korena kom-
pleksnog broja, zakljucujemo da funkcija f(z) = zTIL, gde je n prirodan
broj, ima n grana, a tacke 0 i oo su algebarske tacke grananja n—tog
reda. Listovi RIEMANNove povrsi definisani susa Ly, = {z = re™ | ¢ €
[2km,2(k+ 1)m)}, za k =0,1..n — 1.

Drugi, tipican primer, multiformnog preslikavanja jeste logaritam-
ska funkcija. Po definiciji imamo da je Ln re@2¥) = Inr + i(p +
2km). Dakle, skup slika tacke z € C je beskonacan. Vidimo, da se
u ovom slu¢aju RIEMANNova povr§ sastoji od beskonacéno (ali pre-
brojivo) mnogo listova, koji su definisani sa Ly = {z = re’ | ¢ €
[2km,2(k + 1))}, za k € Z, a zasek mozemo povuéi duz pozitivnog
dela realne ose. Obilaze¢i oko tacaka z = 0 1 z = oo menja se grana
funkcije i one predstavljaju transcedentne tacke grananja. Povlacenjem
zaseka na razlicite nac¢ine, mozemo definisati "razne vrednosti logari-
tamske funkcije”. Ako bi povukli zasek duz poluprave Re(z) = Im(z)
u prvom kvadrantu, tada su listovi definisani sa Ly, = {z = re™ | ¢ €
[Z + 2km, %% + 2km)}, za k € Z.

Ako se u prethodnim primerima zahteva da je Arg(z) € [0,27)
tada dobijamo glavne vrednosti logaritamske i korene funkcije i u tom
slucaju Ln oznacavamo sa In.

Definisa¢emo jos neke elementarne funkcije koje su determinisane
granom viSeznacne logaritamske i korene funkcije.

d) Inverzne trigonometrijske funkcije.
Arkus-sinus Arcsin (z) = —iLn (iz + V1 — 22);
Arkus-kosinus  Arccos (2) = —iln (z + V22 — 1);

4RIEMANNova pours funkcije predstavlja skup svih njenih listova.

5tacka, obilaskom oko koje dolazi do promene argumenata drugih tacaka, a
samim tim i promene grane funkcije naziva se tacka grananja. Red tacke grananja
predstavlja broj grana koje se medusobno menjaju obilaskom oko nje i on moze biti
algebarski (konac¢an) ili transcedentan (beskonacan).
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e) Inverzne hiperbolicke funkcije.

Arkus-sinushiperbolikus Arcsh (2) = Ln (2 + V22 + 1);
Arkus-kosinushiperbolikus — Arcch (z) = Ln (z + V22 — 1);

Uzimajuci glavne vrednosti logaritamske funkcije dobijamo glavne vre-
dnosti inverznih trigonometrijskih i hiperbolickih funkcija.

Sledeci, nesto detaljniji tekst, ima za cilj da omoguci studentu lakse
usvajanje postupka odabira ta¢no jedne grane multiformne funkcije. U
vezi sa tim postoje dva osnovna pitanja.

(1) Kako povudi zasek tako da je moguée izdvojiti jedin-
stveno definisanu granu funkcije?

Neka se tacka krece po pozitivno orijentisanoj zatvorenoj krivoj u kom-

pleksnoj ravni iz koje je izbacen zasek. Zasek treba povucéi tako da ne

dode do promene vrednosti funkcije u njoj, kada se ona vrati u prvo-

bitni polozaj.

Posmatrajmo funkciju f(z) = 22. Neka je
. . S L Im

2o € C proizvoljna tacka ¢iji je argument k,

jednak . Ako se tacka kreée po konturi

ki sa Slike 2 nakon povratka u prvobitni

polozaj njen argument ostaje neprome- ¢

njen, a samim tim i vrednost funkcije u Re

njoj. Ako se tacka kre¢e po konturi ks

sa Slike 2, nakon povratka u prvobitni Im

polozaj njen argument postaje ¢ + 2, zZ,

te se vrednost u njoj menja. Dovoljno je :

zasek povuéi tako da sadrzi tacku z = 0, )

a standardno se povlaci duz pozitivhog "\ Re

dela realne ose. Dakle, u opstem slucaju Slika 2

zasek treba da sadrzi sve tacke grananja '

funkcije, jer se obilaze¢i oko njih argument menja tako da utice na

vrednost funkcije.

(2) Kako definisati odredenu granu funkcije?
Prvo definisemo vrednost u nekoj konkretnoj tacki. Funkciju pred-
stavimo u obliku proizvoda i koli¢nika elemenata oblika z —a i kompozi-
cije sa elementarnim funkcijama. Za tacku, u kojoj je definisana vre-
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dnost funkcije, odredimo vrednosti argumenata elemenata prethodnog
tipa. Argument elementa z—a u nekoj tacki zq je ugao pod kojim se vidi
tacka zg iz tacke a. Tacku u kojoj je poznata vrednost funkcije, spojimo
krivom 7, koja ne sece zasek (jer je na tom skupu funkcija jednoznacno
definisana), sa tackom u kojoj trazimo vrednost funkcije. Promena
argumenta, duz krive vy, u oznaci A,Arg (z — a), predstavlja razliku
argumenata uglova izmedu vektora polozaja ( u odnosu na tacku a)
tacke u kojoj trazimo vrednost i tacke u kojoj je vrednost poznata,
i to onaj ugao kome pripada kriva koja te tacke spaja. Konac¢ni ar-
gument jednog elementa oblika z — a, u tacki ¢iju vrednost trazimo
jednak je zbiru argumenta elementa z — a tacke ¢iju vrednost smo
prvenstveno definisali i promene argumenta. Kompozicijom sa ele-
mentarnim funkcijama dobijamo argument vrednosti funkcije u tacki
u kojoj odredjujemo vrednost. Vrednost funkcije je odredena izrazom

F(2) = £(2)] I,
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1.2 Diferencijabilnost funkcija
kompleksne promenljive

1.2.1 Pojam izvoda

Definicija 1. Neka je funkcija f(z) jednoznaéno definisana u nekoj
okolini tacke zg € C. Izvod funkcije f(z) u tacki zy definiSemo pomocéu

(1) Flz) = 1im LG0T 82 = J(0)

Az 0 Az ’

pod uslovom da postoji kona¢na grani¢na vrednost. Uoc¢imo da za-
menom z = zy + Az dobijamo ekvivalentnu definiciju izvoda izrazom

() J'(z0) = lim

Funkcija koja ima izvod u tacki zy naziva se diferencijabilnom u toj
tacki. Ako je funkcija diferencijabilna u tacki zg i nekoj njenoj otvorenoj
okolini tada kazemo da je ona regularna u toj tacki. Funkcija je regu-
larna na nekom otvorenom skupu ako je regularna u svim tackama tog
skupa. Za funkciju koja je regularna u svim tackama nekog otvorenog
skupa, sem mozda u njih kona¢no mnogo, kazemo da je analiticka na
tom skupu. Tacke u kojima funkcija nije regularna nazivamo singula-
ritetima funkcije.

Uslov diferencijabilnosti funkcije ekvivalentan je uslovu postojanja
kompleksnog broja A i funkcije w(z) tako da je

(2) f(zo0+ Az) — f(20) = AAz + w(zp + Az)Az,

pri ¢emu vazi da je lima,—ow(zy + Az) = 0.

Analogno ekvivalenciji (1) i (1’) imamo da je uslov (2) ekvivalentan
uslovu

(2) f(2) = f(20) = A(z = 20) + w(2)(z — ),

pri ¢emu je lim, ., w(z) = 0.
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Dokaz ekvivalencija uslova (1) i (2) zasniva se na ¢injenici da je A =
f'(z0), ukoliko je funkcija diferencijabilna u tacki zp.

Sva pravila nalazenja izvoda funkcije koja vaze za funkcije realne
promenljive vaze i u kompleksnoj analizi. Takode, nije tesko prove-
riti da je tablica izvoda elementarnih jednoznacnih funkcija identi¢na
tablici izvoda funkcije realne promenljive.

Iz diferencijabilnosti funkcije sledi neprekidnost. Neka je
funkcija diferencijabilna u tacki zg. Iz (2) dobijamo da je

lim (f(2) = f(20)) = f'(20) lim (2 — 2) = 0,

odakle sledi da je lim,_.,, f(z) = f(z) $to dokazuje neprekidnost
funkcije u tacki zp. Obrnuto ne vazi. Posmatrajmo funkciju f(z) =
z = x — yi. Funkcije u(x,y) = = i v(x,y) = —y su neprekidne pa je i
f(2) = z neprekidna funkcija. Kako je

lim fzo+A2)—f(z0) _ lim Az _ lim Az—iAy

Az—0 Az Az—0 Az Az—0,Ay—0 Az+ily

uzimajuc¢i da je Ay = 0, a Ax — 0 dobijamo grani¢nu vrednost 1,
a uzimajuéi Ay — 0 dok je Ax = 0 dobijamo —1. Dakle, grani¢na
vrednost ne postoji pa funkcija nema izvod ni u jednoj tacki.
L’HospiTALovo pravilo. Ako jelim, .., f(z) = lim,_,., g(z) =0
pri ¢emu su f i g diferencijabilne funkcije u zo i vazi da je ¢'(z0) # 0,

Dokaz. Kako zbog uslova (2') vazi da je
f(z) = f(20) + f'(20)(z = 20) + w1(2)(z — 20)
9(2) = g(20) + ¢'(20)(z — 20) + w2(2)(z — 20)

odakle dobijamo da je
i L) i, fzo)twi(z) . f(20)
Jim 05 = M0 e () = 7o)

Geometrijska interpretacija izvoda. Neka je funkcija f(z) re-
gularna u tacki zp i neka je f’(z9) # 0. Neka se tacka z nalazi na krivoj
v koja se slika u krivu f(y). Ako postoji tangenta na krivu v u tacki
2o, to jest postoji lim,_,., arg(z — 2o), tada i slika f() ove krive ima
tangentu u tacki f(zo) to jest postoji lim,_.., arg (f(z) — f(20)). Neka
su a i 3 uglovi koje grade tangente u tacki i njenoj slici sa realnom
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osom. Iz uslova (1) imamo da je
arg f'(z9) = zh—>Hz10 arg(f(z) — f(z0)) — Zh_}n;() arg(z — z9) = 0 — .

Dakle, argument izvoda funkcije u tacki zy predstavlja razliku uglova
koje tangente u toj tacki i njenoj slici grade sa realnom osom.

Re

Slika 3.

Posmatrajmo modul izvoda. Kako je

|£'(20)] = lim, _, LE=SCol,
zakljuéujemo da modul izvoda predstavlja koeficijent deformacije (skra-
¢enja ili izduzenja) tetive krive.
Definicija 2. Preslikavanje koje ima osobinu da cuva uglove u smislu
veli¢ine i orjentacije naziva se konformno preslikavanje.

Teorema 1. Ako je f'(z) # 0 na nekom otvorenom skupu tada je
preslikavanje f konformno na tom skupu.

Dokaz. Neka su C} i Cy krive koje se seku u tacki zp, a C} i Cy njihove
slike koje se seku u tacki f(zp).

Slika 4.

Kako je 81 — a1 = arg f'(20) = B2 — as tada je ag — oy = B2 — 1, a samim
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tim i 8 = 01, sto znaci da su uglovi izmedu krivih jednaki.

Bilinearna transformacija definise se pomoéu f(z) = gjis, pri

¢emu vazi uslov ad — be # 0, koji se uvodi kako bi bila eliminisana
mogucénost linearne zavisnosti funkcija u brojiocu i imeniocu jer bi se
u tom slucaju funkcija svela na konstantu. Nije tesko uociti da je

f'(z) = (Zj;ll’fg # 0 te je ovo preslikavanje konformno.

1.2.2 Potrebni i dovoljni uslovi diferencijabilnosti

Teorema 2. Jednoznacna funkcija f(z) = u(z,y) + iv(z,y), (z =
x+yi) je diferencijabilna u tacki zg = xo+yo? ako i samo ako su u(z, y)
i v(z,y) diferencijabilne u tacki (zo,yo) i vaze CAUCHY-RIEMANNovi
uslovi

0 0 o0 0
a—z(xmyo) = a—z(%,yo) 1 8—2(%;%) = —a—;(%,yo)‘

Dokaz. Uslovi su potrebni. Ako je f diferencijabilna u tacki zo,
tada postoji grani¢na vrednost

#(z0) = lim f(ZoJrAAZ)*f(ZO)

I

Az—0 z
odnosno,
! _ ; w(zo+Az,yo+AyY)—u(zo,90) | ;v(To+AZ,yo+Ay)—v(z0,y0)
f'(z0) = ETO { Aztildy +1 Az+ily :
Ay —0

Kako prethodna grani¢na vrednost ne zavisi od krive po kojoj Ax — 0 i
Ay — 0 posmatrajmo dva slucaja:

(i) Ako je Ay =0, a Az — 0 dobijamo da je

f/(ZO) _ Alggo {u(zo—&-Az,%a):—u(xo,yo) + iv(a}g—i—Am,%ﬁ—v(xo,yo) }

= 34 (o, 0) + i 92 (x0, yo)-

(ii) Ako je Az =0, a Ay — 0 dobijamo da je

T u(zo,90+Ay)—u(z0,90) | v(Z0,Yo+AY)—v(z0,Y0)
f/<20) —A]-;IEO{ 0,Y0 ZAy 0,Y0 + 0,Y0 Ay 0,Y0 }

= —i3%(x0,%0) + G2 (w0, yo)-
Izjednac¢avanjem realnih i imaginarnih delova iz (i) i (ii)dobijamo CAUCHY-
RIEMANNove uslove.
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Iz dokaza ovog dela teoreme zakljucujemo da je izvod funkcije mogudce od-
rediti na vise nacina i to:

= O . 0) — 19 0. 40) = 0 (w0, 0) + o (20, 30)
= oz L0, Yo Zay L0,Y0) = By 20, Yo Zax L0,Y0)-

Dokazimo diferencijabilnost funkcija u(x,y) i v(z,y). Kako je f(z) diferen-
cijabilna u zp = xo + yoi, postoji funkcija w(z) = w(z,y) +iwa(z,y), takva
da vazi

(3) u(zo + Az, yo + Ay) + iv(xg + Az, yo + Ay) — u(xo, yo) — iv(xo, yo) =

f(20)(Az+iAy) +(wi (o +Az, yo+Ay) +iwa (vo+ Az, yo+Ay) ) (Az+ily),
pri cemu vazi da je
Alim wy(xo + Az, yo+ Ay) =0 i Alim wa(zo + Az, yo + Ay) = 0.
z— 0 z— 0
Ay —0 Ay —0

Zamenjujuéi f'(z9) = %(:po, Yo) — ig—;(azo, Yo), nakon izjednac¢avanja realnih

delova leve i desne strane jednakosti (3), dobijamo da vazi

ou ou
u(zo + Az, yo + Ay) — u(xo, yo) = %(xo, Yo)Axr + 87/(360, Yo)Ay+

wi(zo + Az, yo + Ay) Az — wa(z + Az, yo + Ay)Ay.

Kako je ——22L <1 |Ay| < 1 imamo da je

(Az)24(Ay)? v (Az)24-(Ay)?
lim w1 (To+Az,yo+AY) Az —wa(zo+Az,yo+Ay)Ay 0
Az — 0 \/(Ax)2+(Ay)2
Ay —0

Poslednja jednakost obezbeduje diferencijabilnost funkcije u(z,y) u tacki
(zo,yo). Diferencijabilnost funkcije v(z,y) u tacki (xg,yo) dokazujemo ana-
logno, zamenjujuéi u (3) f'(z0) = %Z(xg,yo) + i%(wo, Yo) 1 izjednacavanjem
imaginarnih delova.

Uslovi su dovoljni. Kako su funkcije u(z,y) i v(z,y) diferencijabilne
u (x,yo) imamo da vazi

(4) w(zo + Az, yo + Ay) — u(xo, yo) =
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= G&(w0,y0) Az + G(x0,y0) Ay + 01 (w0 + Az, yo + Ay) i
(5)  v(@o+ Az, yo + Ay) — v(zo,Y0) =
= 320, y0) Az + G2 (w0, y0) Ay + O2(z0 + Az, yo + Ay),

pri ¢emu je

(6) lim ieotdryotdy) o o001 9
Az — 0 (Az)?+(Ay)? ’ o
Ay —0

Sabiranjem jednakosti (4) sa jednakoséu (5) koja je prethodno pomnozena
sa ¢ dobijamo da je

f(z0+ Az) — f(z20) = (% + i%)(%,yo)Ax + (%Z + i%)(wmyo)Ay—’_
+01 (w0 + Az, yo + Ay) + ibla (w0 + Az, yo + Ay).

_Ov: Ov

Zamenjujué¢i CAUCHY-RIEMANNove uslove % =—ozlgy = % u prethodnu

jednakost dobijamo da je
flzo+ Az) = f(20) = (3 + 92 (20.40) (AT + iAY)

+01(20 + A, yo + Ay) + itz (vo + Az, yo + Ay),

a kako je zbog uslova (6) i ekvivalentnosti apsolutne i obi¢ne konvergencije

ka nuli
li 01 (zo+Az,y0+Ay)+ibs (xo+Az,yo+Ay)
1m Az+il =0,
Az — 0 Y
Ay — 0

na osnovu (2), sledi da je funkcija f(z) diferencijabilna u zy.

Nije tesko uociti da se svaka kompleksna funkcija f(2) (z = x + yi)

transformacijom x = # iy= 22_1.5 moze predstaviti u obliku

f(z,2) = u(z,y) +iv(z,y).
Teorema 3. Ako je jednoznaé¢no definisana funkcija f(z, 2) = u(z, y)+

. .. . . . of
iv(z,y) regularna u nekoj jednostruko povezanoj oblasti tada je 5 = 0.

Dokaz. Diferenciranjem jednakosti koja definise zadati oblik funkcije
po Z dobijamo da je

Of_ﬁu@ ou dy 81}@ ov dy 1@_@ 1,0u Ov..

9z oxo: Toyo:  groz Tay0:)  2'ar oy T2la, tad)t

Kako je funkcija regularna, zbog CAUCHY-RIEMANNovih uslova, izrazi u za-
gradama na desnoj strani prethodne jednakosti su nula, ¢ime je tvrdenje
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teorema dokazano.

Tvrdenje prethodne teoreme ima za posledicu da je regularnu funkciju
moguce predstaviti u zatvorenom obliku.

Teorema 4. Ako je funkcija f(z) = u(x,y) + v(z,y), (z = = + yi),
diferencijabilna u tacki zy = o + iyo tada su funkcije u(x,y) i v(z,y)
harmonijske u tacki (zo,yo), to jest vazi

0%*u 0%u 0% 0%v
@(370;3/0) + a_yg(x()ayO) =01 @(%,yo) + a_yg(ﬂﬂo,yo) =0.

Za funkcije u 1 v kazemo da su konjugovano harmonijske.

Dokaz. Diferenciranjem prvog CAUCHY-RIEMANNovog uslova po pro-

.. . . .. . .. @ o 82y
menljivoj z i drugog po promenljivoj y dobijamo 53 (w0, yo) = —&Cay(:cg, Yo)
i %(wo,yo) = —a‘z%(afo,yo). Sabiranjem prethodnih jednakosti dobijamo
uslov harmoni¢nosti za funkciju u. Analogno dokazujemo uslov za v.

Postavlja se pitanje: Da li je moguce odrediti regularnu funkciju
ako je poznata jedna od funkcija u ili v? Naravno, odgovor je potvrdan,
ukoliko je zadata funkcija harmonijska. ReSavanjem sistema parcijal-
nih jednacina definisanog CAUCHY-RIEMANNovim uslovima, dobijamo
drugu konjugovano harmonijsku funkciju.

1.3 Kompleksna integracija

1.3.1 Pojam kompleksnog krivolinijskog integrala

Definicija 3. Neka je [, 3] C R zatvoren interval. Neprekidno pre-
slikavanje [ : [, #] — C naziva se kriva u C. Kriva je JORDANowa ili
prosta ako za sve ty,ts € [a, (] za koje je t1 # to vazi da je I(t1) # (t2).
Kriva je zatvorena ili kontura ukoliko vazi da je {(«) = I((). Kriva se
naziva rektificibilnom ili izmerivom ukoliko postoji realan broj M > 0,
tako da za svaku podelu intervala [a, 8] odredenu sa o =ty < t; <
v <ty = [ ovazi da je Yo |U(t;) — U(ti—1)| < M. Ako je funkcija !
diferencijabilna, pri ¢emu je I'(t) # 0 tada kaézmo da je kriva glatka.

Definicija 4. Neka je funkcija f(z) jednoznacno definisana i nepre-
kidna u svim tackama rektificibilne krive {. Neka je kriva podeljena
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tackama z; = I(t;) (i = 0,--- ,n), kao na Am

Slici 12, koje odgovaraju podeli - 0,
P:ia=ty<ti<---<t,=0. "z

Neka je A = lrggﬂzz — 21| dijametar % o 0,>

podele. Ako su 0;(i = 1,--- ,n) proizvoljne T

tacke krive [ koje pripadaju delu krive

izmedu tacaka z;_1 i z;, izrazom Slika 5.

(7) S,\(n) = Z f(Hz‘)(Zz’ - Zi—l) = Z f(ez‘)AZi

gde je Az; = z; — z;_1, definiSemo integralnu sumu funkcije f po krivoj
[. Ako postoji kompleksan broj I takav da za svaku podelu P intervala
[a, B] 1 za svaki izbor tacaka 6;, vazi da za svako € > 0 postoji § > 0 tako
da vazi implikacija A < § = |S\(n) — I| < ¢, tada je limy_ S\(n) = I,
pri cemu I nazivamo vrednoséu kompleksnog integrala funkcije f duz
krive [ i oznacavamo ga sa [, f(2)dz. Umesto familije proizvoljnih
podela P, mogu se razmatrati samo podele ekvidistantnim tackama i u
tom slucaju integral je moguce definisati pomoc¢u lim,, .., Sx(n) = 1.

Teorema 5. Neka je f(z) = u(z,y) + iv(z,y) jednoznacno defi-
nisana i neprekidna funkcija u svim tackama rektificibilne krive [. Tada
J, f(2) dz postoji ako i samo ako integrali [judz —vdyi [,vdr+udy
postoje 1 vazi veza

(8) /f(z)dz:/udx—vdy+i/vdx+udy
1

l l

Dokaz. Za proizvoljnu podelu P krive [ imamo da vazi Sy = S} + 2'53
gde su

n—1
S}\ = Z[u(é}, eg)Axi - v(ez‘lv QE)Ayi]v
i=0
n—1
S>1\ = Z[u(gzla eg)AyZ + U(‘gilv 912)A.’L‘2]7
i=0
za 0 = 0! + i6?. Kako su prethodnim jednakostima definisane integralne
sume krivoloinsjih integrala tada imamo da je limy_,q S}\ = fl udxr —vdy, a
limy—o 53 = [,udy — vdz, odakle sledi (8).
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Nije tesko uociti da je vezu izmedu kompleksnog integrala po krivoj i
realnih krivolinsijskih integrala moguce dobiti na slede¢i nacin.

l/f(z)dz:/(u+iv)(dx+idy):/udx—vdy—l—z'/udy+vdx.

l l l

1.3.2 CAucHY-GOURSATOvVe teoreme

Teorema 6. Prva CAUCHY-GOURSATova teorema. Neka je [
prosta, deo po deo glatka kontura koja ogranic¢ava jednostruko povezanu
oblast D. Ako je funkcija f regularna u svim tackama oblasti D i krive

[ tada je [ f(z)dz=0.
!

Dokaz. Kako podintegralne funkcije na desnoj strani jednakosti (8)
zadovoljavaju uslove GREENove teoreme za krivolinijske integrale dobijamo
da je

/f dz//(—i—v) dxdy+z//<8”—8“) dz dy.

Primenjujué¢i CAUCHY-RIEMANNove uslove integrali na desnoj strani su 0,
¢ime je tvrdenje dokazano.

Teorema 7. Druga CAUCHY-GOURSATova teorema. Neka su [y
i [y proste, deo po deo glatke konture, koje ogranicavaju dvostruko
povezanu oblast D pri ¢emu je [; spoljasnja a [y unutrasnja kontura.
Ako je funkcija f regularna u oblasti D i u tackama krivih [; i 5 tada
je [ f(z)dz = [ f(z)dz

i e m I

Dokaz. Nekal{ ilj oznacavaju pozitivno
orjentisane krive [ i ls. Spojima ove krive sa ‘
krivom ~ kao na Slici 13. Kako je f regularna

funkcija, zbog prethodne teoreme imamo da je

Re
Slika 6.

/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz+/f(z)dz:O.
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Iz [ f(z)dz+ [ f(2)dz =0, sledi da je [ f(z)dz = [ f(2)dz, ¢ime
- A+ +

it
je teorema dokazana.
Prethodna teorema moze se uopstiti za n-tostruko povezanu oblast.
Pod istim pretpostavkama, smatraju¢i da je [ spoljasnja, a ly,ls, -+ , 1,
unutrasnje konture vazi da je

/f(z) dz:é/f(z) i

1.3.3 C(CAucHYeva integralna formula

Teorema 8. CAUCHYeva integralna formula. Neka je [ prosta,
zatvorena, deo po deo glatka kriva, koja ogranicava jednostruko pove-
zanu oblast D. Ako je f regularna funkcija na skupu D i krivoj [, tada
za svaku tacku a € D vazi da je

O

27 z — a
1+

(9) fla) =

Dokaz. Neka je a € D proizvoljna tacka i neka je C, = {z | |z—a| =}
kruznica sadrzana u oblasti D, kao na Slici 14. Na osnovu Teoreme 7 vazi
da je

f f(z dz= [ %dz.
cr
Uvodeéi u integralu na desnoj strani smenu
z=re+a (dz=rie"? dyp), dobijamo da je

2m
ff(z dz=1i [ f(re" +a)dep.
0

Kako je funkcua f neprekidna na oblasti D,
a r proizvoljan broj takav da je kruznica C, Slika 7
unutar oblasti D, uzimajuéi grani¢nu vrednost

kada r — 0 dobijamo da je

2w
dz—zhm f(re® +a)dp =if(a /d«p—me
0

f()
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odakle sledi tvrdenje teoreme.

Teorema 9. Pod pretpostavkama prethodne teoreme vazi da je
1 f(z)
/
=— | ———=dz.
Ja) 2mi / (z —a)? -
1+

Dokaz. Neka je a € D proizvoljna tacka i h dovoljno malo tako da
a+h € D. Zbog prethodne teoreme imamo da je f(a+h) = o [ e g,

2w it z—(a+h)
odakle dobijamo da je
flath)—f(a) _ _ f(z)dz
i)z = %m % <z_(i+h) - ﬁ) f(z)dz = %ﬂ'z J (z—a—h)(z—a)’
i+ It
odnosno
(10) fla+h) = f(a) :1/ fle)dz = h f(z)dz
h 2mi ) (z—a)?2  2mi ) (z—a—h)(z—a)?
I+ I+

Pokaza¢emo da drugi integral tezi ka 0 kada h — 0, odakle e slediti

tvrdenje. Neka ja h dovoljno malo tako da je |h| < % i a4+ h lezi unu-

tar kruznice C,. Kako je |z —a —h| > |z —a| — |h| > r — § = § imamo da
je % J (z,aj:(;))?;,a)z < 2|};|2M, te ovaj integral tezi ka 0, kada h — 0, a

T

zbog Teoreme 7, nuli tezi i poslednji integral u jednakosti (10). Uzimajuéi
grani¢nu vrednost jednakosti (10) kada h — 0, dobijamo tvrdenje teoreme.

Uoc¢imo da je tvrdenje Teoreme 9 bilo moguce dokazati diferenci-
ranjem jednakosti (9) po parametru a, ali je potrebno dokazati da je
diferenciranje pod znakom integrala dozvoljeno.

Indukcijom se moze pokazati da vazi

(1) = [ L

odakle sledi naredna teorema:

Teorema 10. Ako je funkcija regularna u nekoj oblasti D tada je ona
beskonacno puta diferencijablina u svim tackama te oblasti.



1.4. LAURENTOV RED 21

1.4 LAURENToOV red

1.4.1 LAURENTov red funkcije

Definicija 5. Neka je a € C fiksirani broj i ¢,(n € Z) brojevi iz C.
Red oblika

+oo +oo +o00

(12) Z cn(z—a)" :Z(ZC_;T;)n—l—ch(z—a)”

n=-—o00 n=1 n=0

nazivamo LAURENTovim redom pri ¢emu prvu sumu ha desnoj strani
jednakosti (12) nazivamo glavnim delom, a drugu sumu regularnim de-
lom LAURENTovOgE reda.

Teorema 11. Razvoj funkcije u LAURENTov red. Neka je uni-
formna funkcija f regularna u prstenu P = {z € C | r < |z —a| < R},
gdejeae C, a0 <r < R < +o00. Tada se vrednost funkcije u svakoj
tacki z € P moze predstaviti LAURENTovim redom (12) pri ¢emu je

1 f(2)
(13> Cn = % m dz
I+

gde je [ bilo koja kontura koja obuhvata tacku a i sadrzana je u prstenu
P. Pri tome dati red konvergira ka vrednosti funkcije u tacki z.

Dokaz. Neka je zq fiksirana, proizvoljno iza-
brana tacka kruznog prstena P. Neka suT'; = {z €
Cllz—a|l=ri,r1 >r}iTeo={2€ C||z—
a| = Ry, Ry < R} kruzmice sa centrom u a. Ove
kruznice opisujemo kako bi funkcija f bila regularna
i na granici i unutar kruznog prstena izmedu njih.
Neka je v = {z € C | |z — 20| = p} pri ¢emu 7y lezi
unutar prstena ogranicenog krivama I'; i I's. Na

osnovu Druge CAUCHY-GOURSAToOvVe teoreme vazi
da je Slika 8.

f(z) dy — M dz + f(2) dz,

zZ— 20 zZ— 20 zZ — 20
ry rf vt




22 GLAVA 1. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

a kako zbog CAUCHYeve integralne formule vazi da je %dz =

,Y+
27i f(20) iz prethodnog dobijamo da je
1 [ f(z) 1 [ f()
14 = — dz — — dz.
(14) f(z0) 2t ) z— 2o : 2 | z— 2 :
T3 Y
Kako je za z € I's zadovoljeno ‘%‘ = % < 1 tada je
fe) ) fE@) 1
z—2 z—a—(xn—a) z—a 1-22

—+00

[ N (I IV
(15) dz — [(Z_a)wd (20— a)".

z—a
zZ0—a

[z0—al

(O O N (O N

z—2zp z—a—(z—a) 2 —a 1— 2=

Slicno, za z € I'y, zbog < 1 imamo da je

Y e 3 e

te dobijamo da je

-1

(16) /() dz = — Z /Ldz (z0 —a)".

z— 2 (z —a)ntt

n=—oo

+ +
I—‘1 F1

Redovi u jednakostima (15) i (16) konvergiraju uniformno jer je funkcija
f ogranicena na I'; i I'y i geometrijski red uniformno konvergira, te je
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bilo moguce izvrsiti integraciju ¢lan po clan elemenata sume. Zamenom
(15) i (16) u (14), s obzirom na ¢injenicu da se zbog Teoreme 7 inte-
grali pod sumama mogu smatrati integralima po bilo kojoj konturi [
koja obuhvata tacku a i pripada kruznom prstenu P, sledi tvrdenje
teoreme.

Zbog jednakosti (14), kako je zy € P proizvoljna tacka, zakljucéu-
jemo da je vrednost funkcije u bilo kojoj tacki z prstena P jednaka
vrednosti njenog LAURENTovog reda u tacki a. Kako su koeficijenti
LAURENTovOg razvoja funkcije jedinstveno odredeni sa (13) sledi da je
LAURENTOV red funkcije f jedinstven.

1.4.2 TAvYLORov red funkcije

Teorema 12. Ako je funkcija f regularna u oblasti D = {z | |z —a| <
R} tada se ona moze na jedinstven na¢in predstaviti TAYLORovim
redom

Dokaz. Primenjujuéi dokazano u prethodnoj teoremi imamo da je

1

Cp = —
211

/f(z)(z —a)" tdz=0
l

jer je podintegralna funkcija regularna unutar oblasti D. Sa druge strane,

(n) .
zbog jednakosti (11) imamo da je ¢, = ﬁ i (Z_f(gfzﬂ dz =1L n!(a) ¢ime je
1

tvrdenje dokazano.

Obzirom na dokazanu teoremu zakljucujemo da svi razvoji ele-
mentarnih funkcija koji vaze u realnoj analizi vaze i u kompleksnom
domenu, zbog istog oblika TAYLORovog reda.

1.4.3 Vrste singulariteta funkcija

Definicija 6. Tacka zy naziva se izolovani singularitet funkcije f ako
postoji okolina |z — 29| < R tacke zy takva da je funkcija regularna u
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svim tackama te okoline izuzev u tacki zy. Postoje tri tipa izolovanih
singulariteta i to:

a) Tacka zy je otklonjiv singularitet ukoliko postoji konacan lim f(z).
z—20

b) Tacka z je pol ukoliko je lim f(z) = oc.

Z2—20

c) Tacka zg je esencijalni singularitet ukoliko lim f(z) ne postoji.
z—20

Pojam singulariteta je u vezi sa diferencijabilnoséu, dok klasifikaciju

singulariteta vrsimo na osnovu dodefinisanja do neprekidnosti. Poja-

Snjenje ove Cinjenice daje sledeca teorema, koja govori o vezi dodefini-

sanja funkcije do neprekidnosti, odnosno do diferencijabilnosti.

Teorema 13. Funkcija f regularna na skupu 0 < |z — 29| < R
neprekidna je u zy ako i samo ako je u toj tacki diferencijabilna.

Dokaz. 1z diferencijabilnosti sledi neprekidnost, te je tvrdenje do-
voljno dokazati samo u jednom smeru. Neka je f neprekidna u tacki zg.
Neka je kruznica |z — zg| = r sadrzana u datom prstenu. Posto je funkcija
neprekidna postoji M = | ma|x< |f(2)]. LAURENTovi koeficijenti funkcije

z—zo|<r

f zadovoljavaju uslov |c,| < % i %dz < TMn, odakle sledi da

|z—z0|=r
je c_p = lin% Mr™ = 0, te LAURENTov red ima samo regularni deo, dakle
r—
funkcija ima oblik f(z) = co+ec1(z—20)+ca(z2—20)%+- - -. Kako je f(z0) = o
dobijamo da je %ﬁé%) =c1 + e2(z — 20) + e3(z — 20)2 + - -+ odakle uzi-
manjem grani¢ne vrednosti kada 2 — 2o dobijamo da je f'(29) = ci1, te je
funkcija diferencijabilna u zg.

Teorema 14. Neka je funkcija f regularna u okolini |z — 2| < R
izuzev u tacki zg.

a) Tacka zq je otklonjiv singularitet ako i samo ako je glavni deo LAU-
RENTovog reda funkcije f u nekoj okolini tacke zy jednak nuli;

b) Tacka zg je pol ako i samo ako glavni deo LAURENTovog reda sadrzi
kona¢no mnogo ¢lanova. Ako su pritom svi ¢lanovi c¢_j za k > n je-
dnaki nuli, a ¢_,, # 0, kazemo da je zy pol n-tog reda;

c) Tacka zp je esencijalni singularitet ako i samo ako glavni deo LAU-
RENTovog reda ima beskonacno mnogo clanova.

Dokaz.
a) Neka je zg otklonjiv singularitet funkcije f. Tada postoji lim f(z) pa je
z—20

u okolini |z — 29| < 7 tacke zp funkcija ogranicena to jest |f(z)] < M. Kao
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u dokazu prethodne teoreme pokazujemo da je ¢_, = 0, te red ima samo
regularan deo.

Obrnuto, ako red ima samo regularan deo tada je lim,_.., f(2) = ¢ te je
tacka zp otklonjiv singularitet.

b) Neka je zp pol n-tog reda funkcije f(z). Tada je zp nula n-tog reda
funkcije g(z) = ﬁ, te je funkciju f(z) moguée predstaviti u obliku f(z) =
ﬁ = m pri ¢emu je 1/p(z) regularna u nekoj okolini |z — zp| < r.
Funkcija 1/¢(z) se moze predstaviti TAYLORovim redom ﬁ =co+c1(z—
20) 4 +cn(z—20)"+- - -, odakle sledi da LAURENTov red polazne funkcije
ima oblik

pr— CO Cl DY Cn_l —_ DRI
flz) = =) + (2= ) +-+ o +en+cenyri(z—20)+ -,

odnosno u glavnom delu ima samo n ¢lanova.
Obrnuto, ako LAURENTov red u okolini tacke zy ima oblik

f(z):ﬁ+."+z%;0+CO+CI(Z_ZO)+'” (c—pn #0),

tada se funkcija g(z) = (2 — 20)" f(z) moze predstaviti TAYLORovim redom
u okolini tacke zg, pri ¢emu je g(z0) = c—,, # 0. Iz navedenog dobijamo da
o 1 g 9

je lim f (2) Jim 50 = oo

¢) Metodom iskljucenja moguénosti, obzirom na a) i b), tvrdenje c) je
dokazano.

Prethodna teorema daje kriterijum za odredivanje prirode konacénog
izolovanog singulariteta zy. Priroda tacke oo funkcije f(z) ekvivalentna
je prirodi tacke 0 funkcije f(2).

1.5 Teorija ostatka

1.5.1 Pojam ostatka

Definicija 7. Neka je funkcija f(z) jednoznaéno definisana i regularna
u okolini |z—zg| < R, sem mozda u tacki zo. Ostatak (rezidum) funkcije
f(2) u tacki zp, u oznaci Res (f; z9) definiSemo pomocu

Res (fi20) = 5 [ f2)de
Cc+
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gde je C'" pozitivno orjentisana kruznica, sa centrom u 2, dovoljno
malog poluprecnika koja se nalazi unutar okoline u kojoj je funkcija
regularna.

Napomena. Ako je f regularna u zp, zbog teoreme 6 imamo da je
Res (f;29) = 0.

Definicija 8. Neka je f(z) regularna funkcija u oblasti R < |z| < 0.
Ostatak funkcije f u tacki z = oo definiSemo pomocu

Res (fioc) = 5 [ f(2)d,
J

gde je C'~ negativno orjentisana kruznica, sa centrom u 0, dovoljno
velikog poluprecnika koja se nalazi unutar oblasti na kojoj je funkcija
regularna.

Teorema 15. Ostatak funkcije f(z) u konacnoj tacki zo jednak je
koeficijentu c¢_; iz LAURENTovog razvoja funkcije u tacki zj.

+o0o
Dokaz. Kako LAURENTovred > c¢,(2—20)" ravnomerno konvergira
n=—oo
na kompaktnom skupu koga ¢ine tacke krive C' imamo da je

Res (f;20) = 55 Jio en [ (2= 20)" dz.

n=—0o c+

Kako je [ (z — z9)" dz razli¢it od nule samo za n = —1 i ima vrednost 274,
c+

a u ostalim slucajevima 0, dobijamo da je Res (f;29) = c_1.

U prethodnoj teoremi data je veza pojma ostatka i koeficijenta LAU-

RENTovog reda funkcije u konacnoj tacki zy. Postavlja se pitanje kakva

je priroda ove veze ako je re¢ o ostatku u tacki co. U tacki oo LAU-

RENTovV red ima oblik

400 -1 400
E anz "= E anz "+ E anz "
n=-—0o n=-—00 n=0

2 a1 a2
= tag2tagz+ta+—+ 5+
z oz

Vidimo da je LAURENToV red u okolini oo istovremeno LAURENTov red
u okolini nule koji konvergira u nekom prstenu oko nule. Prva suma
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naziva se glavnim, a druga regularnim delom LAURENTovog reda u
okolini oo.

Teorema 16. Ostatak funkcije f(z) u tacki oo jednak je —a; gde je
ay koeficijent iz LAURENTovog razvoja funkcije u tacki oo.

+o0
Dokaz. Kako LAURENTov red Y apz~" ravnomerno konvergira ka
n=—o0o
funkeiji f(z), na kompaktnom skupu koga ¢ine tacke krive C, imamo da je

+oo
Res (f;o00) =55 > a, [ 27"dz.
n=—oco (-

Kako je [ z7"dz razlitit od nule samo za n = 1 i ima vrednost —27i, a u
-

ostalim sluc¢ajevima 0, dobijamo da je Res (f;00) = —ajy.

Napomena. Za razliku od konacne tacke zp, u slucaju kada je oo

regularna tacka funkcije f(z), ostatak u njoj ne mora biti nula, posto

koeficijent a; pripada regularnom delu LAURENTovog razvoja funkcije

u okolini co.

Teorema 17. Neka je zy € C pol reda n funkcije f(z). Tada vazi da
je

L i (2 — )" ()Y,

Res (f;20) = m 220

Dokaz. Kako je zg pol reda n, tada LAURENTov red funkcije f u
okolini tacke zg ima oblik

f(2) = —“m+ -+ =gtz —20)+ea(z—20)2+ - (cn #0).

(z—z0)™ (z—20)
Mnozenjem sa (z — zp)" prethodne jednakosti i nalazenjem (n — 1)-og izvoda
dobijenog izraza, dobijamo da je
((z = 20)"f(2))" D = (n = Dleoy +nleg(z = z0) + -,
odakle pustajuéi da z — zg dobijamo da je

lim ((z — zo)"f(z))(”_l),

z—20

_ 1
“17 &)
§to je trebalo dokazati.

Primeé¢ujemo da prethodna teorema govori o nalazenju ostatka u
konacnoj tacki z5. Ukoliko je potrebno naéi ostatak u tacki co veoma
je praktiéno primeniti narednu teoremu.

Teorema 18.
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Dokaz. Neka je C~ : |z| = R negativno orjentisana kruznica, dovoljno
velikog poluprecnika R, koja predstavlja okolinu tacke co. Uoc¢imo da se
recipro¢nim preslikavanjem w = % ona preslikava u pozitivno orjentisanu
kruznicu (posto recipro¢na funkcija gornju poluravan slika u donju i obrnuto,
a zbog konformnosti éuva raspored tacaka) Ct : |w| = % pri ¢emu je %

dovoljno malo. Imamo da je Res (f(2);00) = 5= [ f(z) dz, odakle uvodedi
-

smenu z = % (dz = —ﬁ dw) dobijamo da je
Res (F(2):00) =~ [ S () = —Tes (45 (2):0).
Cc+

1.5.2 Primena teorije ostataka na izracunavanje
integrala

Naredna teorema, od posebnog je znacaja, posto povezuje pojmove
kompleksne integracije i teorije ostataka.

Teorema 19. CAUCHYeva teorema o rezidumima. Neka je f(z)
jednoznacno definisana analiticka funkcija u oblasti D, koja je reg-
ularna u svim tackama konture [ koja ogranicava oblast D. Neka su
21, 2o, - . ., Zn 1izolovani singulariteti funkcije koji se nalaze unutar oblasti
D. Tada vazi

(17) /f(z) dz = 270> Res (1 2).

Dokaz. Oko svake tacke z; opisimo
kruznicu C%, dovoljno malog poluprecnika, koja
je smestena unutar oblasti D. Zbog teoreme 7
imamo da je

l{f(z)dz: f: S/ f(z)dz:27ril§: Res (f;21),

k=1 C;j 1

¢ime je tvrdenje teoreme dokazano.

Slika 9.

Teorema 20. Zbir svih ostataka analiticke funkcije f(z) u zatvorenoj
kompleksnoj ravni C* jednak je nuli.
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Dokaz. Neka su 21,29, ..., 2, konac¢ni izolovani singulariteti funkcije
f(2) i neka je C kruznica takva da su svi konaé¢ni singulariteti unutar oblasti
koju ona ogranicava. Imamo da je

Res (fio0) = ok [ f(2)dz = —3k [ f(2)d=
[Oh Cc+

odakle, zbog Teoreme 19 dobijamo da je Res (f;00) = — >  Res (f;zx),
k=1

n
odnosno Res (f; 00)+ > Res (f; zx) = 0, ¢cime je tvrdenje teoreme dokazano.
k=1

1.6 ResSavanje realnih integrala metodama

kompleksne integracije

1.6.1 JORDANoOve leme

JORDANova nejednakost. Za svaki broj

¢ € [0, 3] vazi nejednakost 2
] ¢ /sin @
20 _
— <smmp < p. Soim
s
Dokaz. Predstavljajuéi funkcije koje T2 @
ucCestvuju u nejednakostima, u koordinatnom si- Slika 10.

stemu, zaklju¢ujemo da je nejednakost tacna.

JORDANova lema I. Neka je funkcija f neprekidna na skupu

D ={z]|z| > Ry, Im (2) > a, a > 0}. Im
Ako je lim  f(z) = 0 tada za svako m > 0
Irznz 200 P
vazi da je . C LG
) }%im [ e™ f(z)dz =0, R R kCRe
—>OOCR . 0
gde je Cr ={z | |2| = R,Im (2) > a, R > Ry} Slika 11.

Dokaz. Posmatrajmo krivu Cr koju éemo dopuniti delovima iznad
realne ose do prave Im (2) = a i oznaéiti sa C},. Uvodeéi smenu z = Re'?,
za @ € [0, 7] dobijamo da je
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[ e™f(z)dz

< [ e[ f(2)] ld] Scf* €] | £(2)] |dz]

CR CR R
7r . . .
— Rf ‘elchosnp‘ ‘emesmgo’ |f(Re’9")\ ng
0
Kako je |e™Fcos®| = 1 i kako za svako £ > 0 i dovoljno velike polupreénike

R vazi da je | f(Re™?)| < e, posto je lim, . f(2) = 0, imamo da je

e™M? f(2)dz| < Re [ e~mEsine o,
J v
Cr 0

Primenjujué¢i JORDANovu nejednakost dobijamo da je

2mRep

| [ €™ f(z)dz] < Re [e 7 dp=£5(1—e?mR) < 5T
Cr 0

Pustajuéi da e tezi nuli sledi tvrdenje leme.

JOorDANova lema II. Neka je funkcija f

neprekidna na skupu D = {z € C | a < Im Ce
arg(z — 29) < 3, |z| > R}. Ako je
e -
tada je Re
lim [ f(z)dz=iA(8 — «) Slika 12.
R—>ooCR
gde je

Cr={2€C||z—2|=R,a <arg(z — 2z) < G}

Dokaz. Za dovoljno velike R i proizvoljno ¢ > 0 funkcija se moze
predstaviti u obliku (z — 20) f(2) = A + g(z) tako da je |g(z)| < &, odakle
sledi da je f(z) = 24— + 9) 1, poslednje jednakosti imamo da je

z2—20 z—zp "

(%) /f(z) dz:A/zf’zz(J+/zgfzio dz
Cr Cr

Cr

Uvodedi smenu z = zg + Re'?, za ¢ € [a, 8] dobijamo da je

B
Ao =ifdp=i(B-c) i | [ de|<clp-al
e} Cr

Cr
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Za dovoljno velike R, pustajuéi da e tezi nuli, dobijamo tvrdenje leme.

JOrDANova lema III. Pod pretpostavkama kao u JORDANovoj lemi
ITiz uslova lim (z — z9)f(2) = A sledi da je

zZ— 20
ze€D

lim [ f(z)dz =1iA(S — a).

R—0 Cr

Dokaz. Tvrdenje leme dokazuje se identi¢no kao tvrdenje JORDANove
leme IT pri éemu uslov ”za dovoljno veliko R” zamenjujemo uslovom ”za
dovoljno malo R”.



32

GLAVA 1. KOMPLEKSNE FUNKCIJE



Glava 2

FOURIERoOVI redovi, integrali i
transformacija

2.1 Trigonometrijski FOURIEROV red

Kao motivaciju za definisanje trigonometrijskog FOURIERovog reda

dokaza¢emo narednu teoremu
Teorema 1. Ako red oblika

“+oo
(1) A+;ancos$+bnsinnlﬂ

konvergira uniformno ka nekoj funkciji f(x) na intervalu [—[, (] tada je

Dokaz. Kako red uniformno konvergira ka f(z) tada vazi da je

+oo
(3) f(alc):A—I-?;ancosmlm—I—bnsinmlmc

33
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MnozZenjem jednakosti (3) sa s1n]“lr—’” i integracijom od —I do [, kako je

l
[ sin =7 km = 0, dobijamo da je
—1

l

k
/f sm—da:—Zan/Cos—xsm—derb /smnlﬂsm%mdm

-l

l
Analogno, mnozenjem (3) sa cos m s obzirom da je [ cos 5™ =0, i inte-
g ) ] Jj J 1 ’
-1

gracijom od —! do [ dobijamo da je

!
k
(3" /f cos—dm—Zan/cos—xcos—dx+b /smnlﬂc%$dx

—1

Odredimo vrednosti integrala koji uéestvuju u (3') i (3”). Kako su funkcije
cos "7* sin k%, sin *7* cos “7* k” , (k € N) neparne, a interval integracije sime-
trican u odnosu na 0, n31h0v1 1ntegrah su 0. Posmatrajmo preostale integrale.
Za k # n, imamo da je

l l
[ cos "L cos BT gy = L (cos £+ cos (n+k) ) dr =0
-1 -1

!
/ sin ML sin ML k” de =3 f (cos (k)2 _ og ("Jrlk)x) dr =0
2

U slucaju kada je £k = n imamo da je
l l
flcosQ@da@: % fl (1—}—(3052]“%%) dx =1

l !
fsianﬁf—””d:r— ; J (1—cos%”) der =1
2 )

U obe jednakosti (3') i (3”) samo za k = n integrali pod sumama su razliciti
l
od 0, te iz (3') dobijamo da je by = 7 fl f(z)sin #72 dz, a iz (3") dobijamo
l
da je ap = % fl f(x) cos k%m dz. Na kraju, ako jednakost (3) integralimo od

—I do [ dobijamo da je A = 3. Ovim je dokaz zavrSen.
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Definicija 1. Neka je f funkcija definisana na intervalu [—[, 1], pe-
riodi¢na sa periodom 2I. Trigonometrijski FOURIERov red funkcije f
definiSe se izrazom (1), pri ¢emu su koeficijenti a,, i b,, definisani sa (2).

Napomena. Lako se uocava da za parnu funkciju imamo da je b,, = 0,
a za neparnu da je a, = 0. U prvom slucaju kazemo da funkciju
predstavljamo kosinusnim FOURIERovim redom, a u drugom sinusnim
FOURIERoOvVIm redom.

Teorema 2. PARSEVALova jednakost. Ako FOURIERov red defini-
san sa (1), uniformno konvergira ka f(x ) tada vazi jednakost

lf 2dx—a°+2(a +02),

gde su ag, a, i b, koeﬁcuentl definisani sa (2).

Dokaz. Mnozenjem jednakosti (3) sa f(z) i integracijom od —I do [
dobijamo da je
l

[(f(2)*de =% fl f(z )dw+2anff cos@d:n—i—bnflf(x)sin@dx
—1 —1 n=1 -1

= %OHZ §_:1(a3+b3),

odakle sledi tvrdenje teoreme.

Teorema 3. BEssELova nejednakost. Ako je funkcija f neprekidna
na intervalu [—[,[] tada vazi nejednakost

“°+Z(a +p2) <t f ))? d,

gde su ag, a, i b, koeﬁ01Jent1 definisani sa (2).
Dokaz. Ozna¢imo sa Si(x) sumu

nwT
4 n by, sin —
(4) + Z a COS + sin ;i

!
Imamo da je [(f(z) — Sk(x))?dx > 0, posto je podintegralna funkcija po-

zitivna, odakle dobijamo da je
! I !

(5) 2 / f(2)Su(x) da / (Sk(x))? da < / (f(x))? da.

-l -l -l
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MnozZenjem jednakosti (4) sa 2f(x) i integracijom od —I do [ dobijamo da
je

l
(4 Z/f(x)Sk(a:) de =21
2

CL2 =
5 D (an+ )
n=1

Kvadriranjem jednakosti (4) i integracijom od —I do I dobijamo da je

l
(47) [ (i@ aa =1
2

CL2 =
o D (an +07)
n=1

Zamenom (4') i (4”) u (5) i pustajuéi da k — +oo dobijamo BESSELovu
nejednakost.

Teorema 4. RIEMANNova lema. Za koeficijente trigonometrijskog
FouRrIiERovog reda neprekidne funkcija f(x), vazi da je

lim a, = lim b, =0.
n—-4o00 n—-—4o0o

+oo
Dokaz. Zbog BEssELove nejednakosti imamo da red Y. (a2 + b2)

=1
+00 +00 "
konvergira, te konvergiraju i redovi »_ |an| i > |by|, odakle sledi tvrdenje
n=1 n=1

teoreme.

Veoma vazno pitanje u vezi FOURIERovih redova je da li i pod
kojim uslovima FOURIERov red konvergira ka vrednosti funkcije?

Teorema 5. Uniformna konvergencija FOURIERovog reda. Neka
je f(z) neprekidna, periodi¢na funkcija, sa periodom 2!, takva da je
f'(x) deo po deo neprekidna funkcija. Tada FOURIERov red funkcije
f(z) uniformno konvergira ka f(x) na intervalu [—1,[].

Dokaz. Neka su z1,x9,. ..,z tacke prekida funkcije f’(z) na inter-
valu [—[,[]. Imamo da je

l
an = 1 [ f(x)cos 2= dy
=

Tm

T z2 ;
=1 <flf(l‘)cos7”lmdx+ff(:z:)cos”l”d;p+...+ [ f(flf)cosnlmdx>,
B o

odakle parcijalnom integracijom dobijamo da je
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l
ap = —-= j; f(z)sin™ 2 dy = — LB,

gde su B, koeficijenti FOURIERovog razvoja funkcije f/(z). Slicno pokazu-
jemo da je b, = —-LA,, gde su A, takode FOURIERovi koeificijenti za

nm
funkciju f/(x) na intervalu [—[,1]. Kako je

nrz ip ne L(1Bal | 1An]
n 008 252 + by sin 25| < [ay | + [bo| < L2l 4 1],

da bi pokazali da FOURIERov red uniformno konvergira, dovoljno je da po-

kazemo da brojni red Jg:j (@ + %) konvergira, te ¢e tvrdenje teoreme
vaziti zbog WEIERSTRZ_SSovog kriterijuma uniformne konvergencije funkci-
jskih redova. Polazedi od (|Bn| - %)2 > 0 dobijamo da je @ < %(B?ﬁ— #),
a kako redovi na desnoj strani poslednje nejednakosti konvergiraju zbog

PARSEVALove jednakosti i konvergencije reda > nl—Q sledi da i}’ @ takode

. s . . An .
konvergira. Sli¢no se pokazuje da i ) % konvergira.

Vidimo da su uslovi prethodne teoreme veoma jaki, posto zahte-
vaju neprekidnost funkcije f(x). Pod nesto slabijim uslovima, moze
se pokazati da red (1) konvergira, ali ne uniformno ka funkciji f(z).
Narednu teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 6. DIRICHLETova teorema. Neka je funkcija f(z), za-
jedno sa svojim izvodom f’(x) deo po deo neprekidna, pri ¢emu je broj
prekida funkcije f(z) najvise konacan. Tada FOURIERov red (1) u

svakoj tacki x € [, ] konvergira ka —f(”());f(:”’o),

FouriERov red funkcije f(x) na intervalu [a, b]. Neka je funkci-
ja f(z) definisana na intervalu [a, b]. Tada je funkciju mogucée dopuniti
b—a

tako da bude periodicna sa periodom 2/, gde je | = >5*. FOURIEROV

red funkcije f(z) na intervalu [a, b] definisan je jednakoséu

+o00
A+Zancos%}"_—ﬂf+bnsin2b’i—”f,
n=1
gde je
I !
an = 3= [ f(x)cos 222 dx, b, = ;= [ f(z)sin 22 dz, A=19.

b—a b b
—l -l

Za ovako definisan FOURIERoV red analogno vaze sve navedene teoreme
u ovom poglavlju.
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FouriERov red u kompleksnom obliku. Kako je

,Ln7l'rz 71'7“;1 Zn7lrz 7,L-n7l'rz
cos nmr __ e +e a SlIl nmr __ e —g
l 2 ’ l 21

jednakost (1), koja definise FOURIERoV red postaje

_l’_

) nwT n b’I’L S NTL
(1) Z et + %e‘l !

Stavljajuci da je ¢, = @ ¢, = Wiiba g o = D red (1') moZemo
predstaviti u obliku

“+00
Ppcusid
2. e,

n=—oo

sto predstavlja kompleksan oblik FOURIERovog reda, pri ¢emu je

2.2 FOURIERoOV integral i transformacija

Postavlja se pitanje sta se dogada sa FOURIERovim redom ako pu-
stimo da [ — +o00. Posmatrajmo neprekidnu funkciju f(x) koja je ap-
solutno integrabilna na R, to jest, integral fj;o |f(z)|de < M < 400
konvergira. Neka je [ > 0, proizvoljno odabrano. Posmatrajmo funkciju
f(z), definisanu na intervalu [—[, ] i periodi¢no je produzimo. Tada se
ona moze predstaviti FOURIERovim redom (1), odnosno

f(a:):%flf( dtJr Z (ff cos"}”‘/dt) cos ML+ (ff sm"ftdt> sin 272

-1 nl —1

f ft)dt+1 fo (cos M cos T2 + sin 27 sin 272 dt
5

f ft)dt+ 1 fo t) cos “24=2) gt

-l
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Neka je u, = %*. Imamo da je Au, = u,41 — u, = 7, te dobijamo da
je

l

©) () :%/f(t) dt+%ZAun/f(t) cos u(t — ) dt.

-l

Kako 5

2llflf(zf)alt < %f|f(t)|dt <M 0, kada | — +oo i kako
suma na (;ésnoj strani jed;llakosti (6) predstavlja integralnu sumu funkcije
o(u) = Jrfoof(t) cosu(t — ) dt, pustajuéi u (6) da I — 400, dobijamo
da suma T{oonvergira ka integralu

+o00o

(7) % / du +/Oof(t) cosu(t — z) dt.

0

Koriste¢i adicionu formulu cosu(t — x) = cosut cosuzx + sin ut sin ux
dobijamo da je integral (7) moguée predstaviti u obliku

(8) / (a(u) cos ux + b(u) sinuz) du,

gde je

+00 +o0
9) a(u):%/f(t)cosutdt i b(u):%/f(t)sinutdt.

Definicija 2. Neka je f(z) apsolutno integrabilna funkcija na celom
skupu R. Integralom (7), odnosno (8) definisemo FOURIERov integral,
pri ¢emu su sa (9) definisani koeficijenti ovog integrala.

Ukoliko je funkcija f(x) neprekidna zajedno sa izvodnom funkcijom
f'(x), FOURIERoV integral konvergira ka vrednosti funkcije. Kao i
FOURIERovV red, FOURIEROV integral, deo po deo neprekidne funkcije,

konvergira ka w.
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Napomena. Moze se zakljuciti da FOURIERoV integral neparne fun-
kcije ima oblik
+oo

+oo
2
(10) —/Fs(u)sinuxdu, gde je  Fiy(u) = /f(t)sinutdt.
0

™
0

Sa Fi(u) je oznacen koeficijent b(u) i nazivamo ga koeficijentom si-
nusnog FOURIERovog integrala.

Ukoliko je funkcija f(z) parna, njen FOURIERoV integral ima oblik
' o
(11) — / F.(u)cosuxdu, gdeje F.(u)= / f(t) cosut dt.
0

™
0

Sa F.(u) je oznacen koeficijent a(u) i nazivamo ga koeficijentom kosi-
nusnog FOURIERovog integrala. Oznake Fy(u) i F.(u) uvodimo kako
bi imali oznake koje odgovaraju narednom delu teksta.

Kompleksan oblik FOURIERoOvVog integrala. Kako je funkcija
¢(u) parna po promenljivoj u, tada je FOURIERov integral moguce
predstaviti u obliku

+o0o +oo
1
(12) flx) = 2—/ du / f(t)cosu(t — x) dt.
s
S druge strane, zbog neparnosti sinusne funkcije, imamo da je
1 +oo +oo
(13) 0= 2—/ du / f(t)sinu(t — x) dt.
i

Sabiranjem (12), sa (13) pomnozenim sa —i, dobijamo da je
1 +oo +oo

(14) flz) = Py / ™ du, / f(t)e ™ dt.
T

FouRIERovu transformaciju funkcije f(z) oznacavamo sa F'(u) i defi-
nisemo integralom

Flu) = / F(#)eit dt.
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Iz jednakosti (14) dobijamo da je inverzna FOURIERova transformacija

definisana sa
“+o0o

/ Flu)e™ du,

—00

1

" or

()

Za FOURIERove integrale vazi PARSEVALova jednakost

(15) [ @@= [ PP

Specijalno, za sinusni i kosinusni FOURIERov integral, vaze PARSE-
VALove jednakosti



42

GLAVA 2. FOURIEROVI REDOVI, INTEGRALI...



Glava 3

LAPLACEova transformacija

3.1 Pojam LAPLACEove transformacije

Definicija 1. Pojam orginala. Funkciju f : R — C nazivamo
orginalom ako su ispunjena slede¢a tri uslova

(a) funkcija f je deo po deo neprekidna zajedno sa svojim izvodima
dovoljno velikog reda, pri ¢emu na svakom konac¢nom intervalu moze
imati najvise konacno mnogo prekida i to prve vrste,

(b) funkcija f zadovoljava uslov kauzalnosti, odnosno

f(t) =0 zasvako t <0
(c) postoje pozitivni brojevi M > 01 Sy > 0 takvi da vazi

If(t)] < Me®*  zasvako t > 0.

Pri tome se realan broj Sy naziva apscisa konvergencije ili pokazatelj
rasta funkcije f.

Definicija 2. Pojam LAPLACEove transformacije. Za p € C
LAPLACEovu transformaciju F(p), funkcije f(t) koja je original, defi-
nisemo nesvojstvenim integralom

—+00

1) L(f(1) < F(p) = / (1) dt.

0

43
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Primeri. Primenjujuéi definiciju LAPLACEove transformacije pokazu-
jemo da je

1 !

pn+1 :

Funkcija iz prvog od navedenih primera prakticno predstavlja LAPLA-
.. .. 1 >
CEovu transformaciju HEAVISIDEove funkcije h(t) = { O’ i - 8 . Ta-

kode, imamo da je

1
L(sht) = ——, L(cht)= :
(ht) = . Lleht) = —F

za svako p > 1.

U svim primerima koji se pojavljuju u glavi 3 smatramo da je
funkcija kauzalno definisana, to jest da je jednaka nuli za svako ¢t < 0.
Takode, u resenjima zadataka smatracemo da su reSenja kauzalne fun-
kcije. LAPLACEove transformacije dobijene u primerima smatra¢emo
tablicnim LAPLACEovim transformacijama.

Teorema 1. Neka je funkcija f orginal i neka je Re (p) > a > Sy > 0,
+oo

gde je Sy apscisa konvergencije. Tada [ e P! f(t)dt postoji, odnosno
0

funkcija F'(p) je dobro definisana.

Dokaz. Kako je |f(t)] < Me®0t i Re (p) > a > Sy, dobijamo da je

+oo +oo
[F(p)l=1| [ ePf(t)ydt| < [ |eRe@r|je=tm @] £(1)|dt
0 0
+o00 +oo
< M f B_Re (p)tesmf dt < M f e—at-‘rS()t dt
0 0
+oo

=M bf e~ (@=50)t gy — a_lso.

Inverzna LAPLACEova transformacija. Da bi odredili inverznu
LAPLACEovu transformaciju podimo od FOURIERove transformacije.
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Sa F'(p) oznacimo LAPLACEovu transformaciju orginala f(t), a sa F'(u)
FOURIERovu transformaciju orginala e~ f(t), gde je ¢ konstanta. Ima-
mo da je FOURIERova transformacija funkcije e~ f(¢) jednaka LAPLA-

CEovoj transformaciji funkcije f(¢), posto je
+o00 ) +o0
Flu)= [ e-rif(eydt = [ et f(e)dt = F(p),
0 0
gde smo tacku ¢ + tu oznacili sa p. Na osnovu inverzne FOURIERoOvVe

+o00
transformacije dobijamo da je e ®f(t) = 5= [ €™ F(u)du, odnosno

400

dobijamo da je f(t) = 5= [ elT™!F(u)du. Kako je F(u) = F(p)
+oo -

imamo da je f(t) = &= [ el“"™!'F(p)du. Uvodedi u poslednjem inte-

—0o0
gralu smenu c+iu = p, dobijamo inverznu LAPLACEovu transformaciju

c+ioco
1
2 t) = — e’ F(p)d
c—100
pri ¢emu se integracija vrsi po pravoj Re (p) = ¢, gde je ¢ izabrano
tako da se svi konacni singulariteti nalaze sa leve strane prave. Ako
su p1, Pa, ..., Pn izolovani singulariteti podintegralne funkcije na osnovu

CAucHYeve teoreme o rezidumima imamo da je
n

F(£) =" Res (" F(p); p)-
k=1

Integral koji odreduje inverznu LAPLACEovu transformaciju, oznacen
jednakoscu (2), naziva se BROMWICHov integral.

3.2 Osnovne teoreme o LAPLACEOVO]
transformaciji

Teorema 2. Teorema o diferencijabilnosti LAPLACEove trans-
formacije. Neka je funkcija f original. Tada je funkcija F'(p) regu-
larna na skupu D = {p € C | Re (p) > a > Sy > 0}.

Dokaz. Za proizvoljno p € D, imamo da je
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“+oo

Flp+h) = F(p) = [ e (™ — 1)f(t)dr,

0
odakle predstavljanjem eksponencijalne funkcije redom dobijamo polaznu
jednakost

Flo+h) - Fp) = | e <+EOO %)’“hktk) 7t de

0 k=1

+oo
=—h [ te‘pt(z CUE iy 1> f(t)dt
+oo -
—h [ te P f(t)dt + he,
0

+oc0 400

gde smo uveli oznaku e = h [ t2e P! (Z (_kl!)k(ht)k_2> f(t)dt.
0 k=2

Dokaza¢emo da € — 0, kada h — 0. Imamo da je

+00 (_1)
> G (ht)k| dt

+00
e] < |B|M [ 2e—(a—so
0

+oo +o00

<[pIM [ Pemlomsot 37 o (Jht)* dt
0 k=0
+o00 +o00

< || M [ t2e~(aso)t <Z ,i,\ht\’“) dt
0 k=0
+00

=|h| M [ t2elso—atlhlt gt
0

odakle parcijalnom integracijom nalazimo da je

1
<oMIh|—
el <2M | \(So_aﬂh‘)g

§to tezi 0, kada h — 0.
Deljenjem polazne jednakosti sa h dobijamo da je

+oo
Flp+ h}z —Fl) _ / tePLF(t) di + e,

0
odakle pustajuéi da h — 0, dobijamo da je F'(p) = —L(tf(t)).

Teorema 3. Neka je F/(p) LAPLACEova transformacija orginala f(t).
Tada vazi da je

lim F(p) =0.

Re (p)—o0

Dokaz. Neka je p = Re (p) + iIm (p) takvo da je Re (p) > a > sp.
Imamo da je
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+00
|F(p)| < g e e W f(t)] dt

“+oo

<M g‘ e~ (Re (P)=So0)t g4 — %’

odakle pustajuéi da Re (p) — oo sledi tvrdenje teoreme.

3.3 Svojstva LAPLACEove transformacije

U narednim teoremama pretpostavljamo da je LAPLACEova tra-
nsformacija orginala f(x) i f;(x) oznacena sa F(p) i F;(p). Takode, u
narednom delu teksta smatra¢emo da je zavisno promenljiva p, nad ko-
jom se definiSe funkcija LAPLACEove transformacije realan broj, kako
bi precizno mogli definisati granice integracije kada integralimo sliku
pri LAPLACEovoj transformaciji. Naime, kada je re¢ o integralu cija
je gornja granica oo, funkcije F'(p), postavlja se pitanje kako se stize
do beskonac¢nosti ako je re¢ o kompleksnoj zavisno promenljivoj p.
Naredne teoreme imaju primenu u resavanju prvenstveno diferencijal-
nih i integralnih jednacina u realnom domenu, te ogranicenje p € R ne
umanjuje opstost.

Teorema 4. Teorema linearnosti. Ako su ¢y i ¢y proizvoljne kon-
stante tada vazi da je

L(cifi(t) £ cafa(t)) = e Fi(p) & caFa(p).

Dokaz. Tvrdenje sledi na osnovu osobine linearnosti integrala.

Teorema 5. Teorema slicnosti. Ako je a € R tada je

L(f(at)) =+ (L)

a a

Dokaz. Polazeéi od definicije LAPLACEove transformacije imamo da

400
je L(f(at)) = [ e P'f(at)dt. Uvodeéi smenu at = u, dobijamo da je
0
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Primeri. Primenjujuc¢i prethodnu teoremu i primere navedene nakon
definicije 2, imamo da je

. & P
L(sinct) = ———  L(cosct) = —1—
(sin ct) P (cosct) pERE
C p
L(Sh Ct) = m, L(Ch Ct) = m

Teorema 6. Teorema pomeranja. Ako je py € C tada je
L(e"' f(t)) = F(p — po)-

Dokaz. Polazedi od definicije LAPLACEove transformacije imamo da je
+oo

L(e™f(t)) = { e~ PPt f(t) dt = F(p — po).

Primeri. Primenjujuci prethodnu teoremu i do sada navedene primere,
imamo da je

1 n!
L bty _ L bttn —
bt _ p—b bt _ ¢
L(e COS Ct) = m, L(e SlnCt) = m

Teorema 7. Teorema kasnjenja. Ako je 7 > 0 tada je
L(f(t —7)) = e " F(p).

Dokaz. Polazedi od definicije LAPLACEove transformacije imamo da je
“+oo

L(f(t—7)) = [ e P'f(t —7)dt. Uvodedi smenu t — 7 = u sledi tvrdenje
0
teoreme.

Teorema 8. Teorema o diferenciranju orginala. Ako je orginal
f(t), n puta diferencijabilna funkcija tada vazi da je

L(f™(t)) = p"F(p) — p" " f(0) = p" 2 £'(0) — ... = f1(0).

+oo
Dokaz. Imamo da je L(f'(t)) = [ e P'f'(¢)dt, odakle parcijalnom
0
integracijom dobijamo da je



3.3. SVOJSTVA LAPLACEOVE TRANSFORMACIJE 49

L(F/(t) = e P f (1) [§ + femfu) dt = pF(p) — £(0).

Induktivno dokazujemo opstu formulu za n-ti izvod funkicje.

Teorema 9. Teorema o diferenciranju slike.
L(t"f(t)) = (=1)"F® (p).

Dokaz. Kako integral koji definiSe LAPLACEovu transformaciju orgi-
nala konvergira, diferenciranjem jednakosti (1), n puta po promenljivoj p
dokazuje se tvrdenje.

Primeri. Na osnovu prethodne teoreme imamo da je

_ 2cp p? — 2
L(tSll’l Ct) = W, L(tCOS Ct) = m,
2cp p? 4 c?
L(tSh Ct) = m, L(tCh Ct) = <p2 — 02)2

Teorema 10. Teorema o integraciji orginala.
t
1
L [ twin) = Fw).
0

Dokaz. Parcijalnom integracijom dokazujemo tvrdenje. Imamo da je

t +oo t
L(ff(u)du) = [ e <ff(u)du> dt
0 0 0
ot t ~ —+o0
= =5 [ flu)du | —i—% [ e Pf(t)dt = %F(p).
0 0
+o0o
Teorema 11. Teorema o integraciji slike. Ako [ F(u)du konve-
P
rgira tada je
t o
L (@) = /F(u)du
P

Dokaz. Kako je
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—+00 —+00

+oo
[ Flu)ydu= [ du [ e " f(t)dt,
p p 0
zamenom redosleda integracija dobijamo da je
—+o0 —+o0 —+o0 : —+o0 (_efut)
{ F(u)du = { f@t)dt { e Ydu = { f(t)—5— |+C§ dt

+0o0
= of e_pt@dt:L(@).

Napomena. Pustajuéi u gornjoj jednakosti da p — 0 dobijamo da je

(3) 70@ dt = 70F(u) du.

Teorema 12. LAPLACEova transformacija periodi¢ne funkcije.
Neka je funkcija f(t) periodi¢na, sa periodom 7', na intervalu [0, +00).
Tada vazi

F(p) = —57 Ofe‘ptf(t) dt

Dokaz. Imamo da je
+oo +oo (n+1)T

LUW) = [ emiwdi= 3 [ e

0
Uvodedi u integralima smenu t = s+nT, kako je f(s) = f(s+nT) dobijamo
da je

+oo T +oo T
L(f(t)) = ngobfe_p(s+"T)f(s) ds = (ng(] e_p"T> bfe_psf(s) ds

T
= l_e%ﬂfe*ptf(t) dt.
0

Teorema 13. Teorema o pocetnoj i krajnjoj vrednosti. Za
LAPLACEovu transformaciju orginala vazi

a) lim pF(p) = f(0) b) limpF(p) = lim f(t).

Dokaz. a) Kako na osnovu Teoreme 8 vazi da je L(f'(t)) = pF(p) —
f(0) i kako je zbog Teoreme 3 hIJP L(f'(t)) = 0, pustajuéi da p — +oo
p—-too
sledi tvrdenje.
b) Kako je L(f'(t)) = pF(p) — f(0) i kako integral koji definise LAPLACEovu
transformaciju uniformno konvergira, imamo da je
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+oo +o0o
lim (pF(p)) = £(0)) = lim [ e"P'f'(t)dt = [ (lim e™") f'(t) dt
p— p—U o pP—

- thoof’(t) di = lim f(t) = f(0).
0

Izjednacavajuéi pocetak i kraj sledi tvrdenje teoreme.

3.4 Konvolucija funkcija

Definicija 3. Neka su f(¢) i g(t) orginali. Konvoluciju funkcija f i g,
u oznaci f(t) * g(t), ili (f * ¢)(t) definisemo integralom

ft)*g(t) = /f(t —7)g(7) dT.

Konvolucija funkcija je komutativna, asocijativna i distributivna (u
odnosu na sabiranje), operacija nad funkcijama.

Teorema 14. Neka su LAPLACEove transformacije L(f(t)) = F(p) i
L(g(t)) = G(p). Tada je

L(f(#) * g(t)) = F(p)G(p).

Dokaz. Primenom definicije LAPLACEove transformacije imamo da je

LUF(t) # () = Zfo dtbfﬂt ~)g(r) dr.

Kako za 7 € [0,t] vazi da t € [r,+00), zamenjujuéi redosled integracije,
dobijamo da je

+o0 +o0
L(f(t) x 9(t)) = Ofg(r)df J et —7)dt.

Uvoded¢i u poslednjem integralu t — 7 = s dobijamo da je

“+oo

L(F(t) # 9(t)) = fm dr [ ) s,

odnosno razdvajanjem podintegralnih funkcija dobijamo da je

L(f(t) * g(t)) = fepfgm dr +0fooep5f(s) ds = G(p)F(p).
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U resavanju razlic¢itih problema (resavanje diferencijalnih, integra-
Inih jednac¢ina) pojavljuje se potreba da se odredi funkcija ako je pozna-
ta njena LAPLACEova transformacija. Taj postupak moguce je obaviti
na vise razgli¢itih nacina i to:

1) Rastavljanjem funkcije koja predstavlja LAPLACEovu transforma-
ciju na zbir parcijalnih razlomaka tako da svaki od njih predstavlja
neku od poznatih LAPLACEovih transformacija.

2) Primenjuju¢i BROMWICHov integral problem nalazenja orginala svo-
di se na odredivanje singulariteta funkcije F'(p).

3) Ukoliko LAPLACEova transformacija predstavlja proizvod poznatih
LAPLACEovih transformacija, primenjujué¢i prethodnu teoremu orginal
nalazimo kao konvoluciju odgovarajucih funkcija.



