
1. Ekstremum funk
ija vixe promen	ivih
i) Bezuslovni ekstremum1. Odrediti lokalne ekstremume slede�ih funk
ija:

1◦ f(x, y) = (x + y)3 − 3xy2 − 60y. [fmin(0, 2
√
5 ) = −80

√
5; fmax(0,−2

√
5 ) = 80

√
5; (±4,∓2) sedlaste taqke]

2◦ f(x, y) = x2
− xy + y2 − 2x− 2y. [fmin(2, 2) = −4]

3◦ f(x, y) = (x + 2y + 3xy)e−(x+2y). [fmax(2/3, 1/3) = 2e−4/3; (−1,−1/2) sedlasta taqka]
4◦∗ f(x, y) = (5x+ 7y − 25)e−(x2+xy+y

2). [fmax(1, 3) = e−13; fmin(−1/26,−3/26) = −26e−1/52]

5◦ f(x, y) = 2x− 2y + ln(2x− x2
− y2). [fmax(3/2,−1/2) = 4− ln 2]Uputstvo. Prvo odrediti oblast definisanosti date funk
ije.2. Data je funk
ija f(x, y) = xy ln(x2 + y2).

i) Odrediti ekstremume date funk
ije.
ii) Da li se data funk
ija mo�e dodefinisati u (0, 0) tako da je ta funk
ija diferen
ijabilnau (0, 0)?









i) fmin

(

±
1

√
2e

,±
1

√
2e

)

= −
1

2e
; fmax

(

±
1

√
2e

,∓
1

√
2e

)

=
1

2e
; (±1, 0), (0,±1) sedlaste taqke

ii) Mo�e. f∗(x, y) =

{

f(x, y), x2 + y2 > 0
0, x2 + y2 = 0







3. Ispitati prirodu sta
ionarnih taqaka slede�ih funk
ija:
1◦ f(x, y) = xey+x sin y. [(−

√
2, π/4 + 2nπ); (

√
2, 5π/4 + 2nπ) n ∈ Z sedlaste taqke]

2◦ f(x, y) = sin(x− y) + y2 −

√
3

2
x.









(

−
π

6
+

√
3

4
+ 2nπ,

√
3

4

)

, n ∈ Z, taqke minimuma
(π

6
−

√
3

4
+ 2nπ,

√
3

4

)

, n ∈ Z, sedlaste taqke 





4. Pokazati da funk
ija z = (1 + ey) cosx − yey ima beskonaqno mnogo maksimuma ali nijedanminimum.5. Odrediti ekstremne vrednosti slede�ih funk
ija:
1◦ u = x+

y2

4x
+

z2

y
+

2

z
, x > 0, y > 0, z > 0. [umin(1/2, 1, 1) = 4]

2◦ u = 3 lnx+ 2 ln y + 5 ln z + ln(22− x− y − z). [umax(6, 4, 10) = 13 ln 2 + 3 ln 3 + 5 ln 5]Uputstvo. Prvo odrediti oblast definisanosti funk
ije.
3◦ u = −x2

− y3 − z2 − xz + 3yz − x+ 4z. [umax(−5, 3, 9) = 34; (−1,−1, 1) sedlasta taqka]
ii) Uslovni ekstremum6. Odrediti lokalne ekstremume funk
ija:

1◦ z = x2 + y2, pod uslovom 5x2 + 8xy + 5y2 − 9 = 0.
[

zmax

(

±
3
√
2
,∓

3
√
2

)

= 9; zmin

(

±
1
√
2
,±

1
√
2

)

= 1

]

2◦ z = x2 + 12xy + 2y2, pod uslovom 4x2 + y2 = 25. [zmin(±2,∓3) = −50; zmax(±3/2,±4) = 425/4]

3◦ z = x2 + 4
√

3 xy + 3y2, pod uslovom x2 + 3y2 = 1.
[

zmax(±1/
√
2,±1/

√
6 ) = 3;

zmin(±1/
√
2,∓1/

√
6 ) = −1

]1



7. Odrediti lokalne ekstremume slede�ih funk
ija
1◦ u = x− 2y + 2z, pod uslovom x2 + y2 + z2 = 1. [umax(1/3,−2/3, 2/3) = 3; umin(−1/3, 2/3,−2/3) = −3]

2◦ u = xyz, pod uslovom xy + yz + zx = 4.
[

umax(2/
√
3, 2/

√
3, 2/

√
3) = 8/3

√
3;

umin(−2/
√
3,−2/

√
3,−2/

√
3) = −8/3

√
3

]

3◦ u = xyz, pod uslovom 3xy + yz + 2zx = 18, x > 0, y > 0, z > 0. [umax(1, 2, 3) = 6]

4◦ u = xy2z3 (x > 0, y > 0, z > 0), pod uslovom x+ 2y + 3z = a (a > 0). [umax(a/6, a/6, a/6) = (a/6)6 ]Uputstvo. Poxto je x > 0, y > 0, z > 0, mo�emo da posmatramo funk
iju w = ln u = ln x+ 2 ln y + 3 ln z,pod uslovom x+ 2y + 3z = a.

5◦∗ u = 8x2 + 5y2 + 5z2 − 4xy − 10yz + 4zx, pod uslovom x2 + y2 + z2 = 1.




umin(0,±1/
√
2,±1/

√
2) = 0;

umax(±1/
√
3,∓1/

√
3,±1/

√
3) = 12;

(±2/
√
6,±1/

√
6,∓1/

√
6) sedlaste taqke 

8. 1◦ Odrediti taqke krive k : 21x2
− 10

√

3xy+31y2− 576 = 0 koje su najuda	enije od koordinatnogpoqetka. [(±3
√
3,±3)]Uputstvo. Posmatrati funk
iju d =

√

x2 + y2, pod uslovom da taqka (x, y) ∈ k, tj. imamo funk
iju
z = x2 + y2, pod uslovom 21x2 − 10

√
3xy + 31y2 − 576 = 0.

2◦ Isti tekst kao u 1◦ i k : 5x2 + 8xy + 5y2 − 9 = 0. [(±3/
√
2,∓3/

√
2]9. U ravni π : 3x − 2z = 0 na�i taqku D tako da je zbir kvadrata rastoja�a taqke D od taqaka

A(1, 1, 1) i B(2, 3, 4) minimalan. [D(21/13, 2, 63/26)]10. U elipsu x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a, b > 0) upisati pravougaonik maksimalne povrxine. [Pmax = ab/2]11. U elipsoid x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (a, b, c > 0) upisati pravougli paralelepiped maksimalne zapremine.

[

Vmax =
8

3
√
3
abc

]12. U odseqak eliptiqkog paraboloida z

c
=

x2

a2
+

y2

b2
, z = c (a, b, c > 0) upisati pravougli paralele-piped maksimalne zapremine. [

Vmax =
abc

2

]13. Koja taqka kruga x2 + y2 = 1, z = 0 ima od ravni x+ 2y + 3z = 12 najma�e odstoja�e?
[(1/

√
5, 2/

√
5)]14. Odrediti najkra�e rastoja�e taqke na elipsoidu E : x2 +2y2+4z2 = 1 od ravni π : x+ y+ z = 4.

[

dmin =
1

6
(8
√
3−

√
21 ) u taqki (2/

√
7, 1/

√
7, 1/2

√
7

]
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2. Krivolinijski integrali1. Izraqunati krivolinijske integrale prve vrste:
1◦ I =

z

C

√

x2 + y2 ds, gde je C krug x2 + y2 = ax (a > 0). [I = 2a2]

2◦ I =
w

C

(x2 + y2 + z2)ds, gde je C deo zavojne linije x = a cos t, y = a sin t, z = bt, t ∈ [0, 2π].

[

I = 2π
(

a2 +
4

3
b2π2

)√
a2 + b2

]

3◦ I =
w

C

z ds, gde je C deo konusne zavojne linije x = t cos t, y = t sin t, z = t, t ∈ [0, t0].

[

I =
1

3

[

(2 + t 2

0
)3/2 − 23/2

]

]2. Izraqunati krivolinijske integrale druge vrste:
1◦ I =

z

C

(x+ y)dx+ (x− y)dy, gde je C pozitivno orijentisana elipsa x2

a2
+

y2

b2
= 1. [I = 0]

2◦ I =
w

C

(y2 − z2)dx + 2yzdy − x2dx, gde je C kriva x = t, y = t2, z = t3, t ∈ [0, 1]. Integra
ija jeuzeta u smeru rax�e�a parametra. [I = 1/35]

3◦ I =
w

C

(y − z)dx + (x2
− y)dy + (z − x)dz, gde je C kriva x = a cos t, y = a sin t, z = a2 cos 2t,

t ∈ [0, 2π], smer integra
ije je uzet u smeru rax�e�a parametra. [I = −a2π]

4◦ I =
w

C

ydx+ zdy+ xdz, gde je C kriva x = a cos t, y = a sin t, z = bt, t ∈ [0, 2π], smer integra
ijeje uzet u smeru rax�e�a parametra. [I = −a2π]

5◦ I =
z

C

(y−z)dx+(z−x)dy+(x−y)dz, gde je C krug x2+y2+z2 = a2 (a > 0), y = x tgα, (0 < α < π/2)uzet u smeru suprotnom kreta�u kaza	ke na qasovniku ako se posmatra sa pozitivnog dela x-ose.
[I = 2a2(cosα− sinα)π]

6◦ I =
z

C

y2dx+ z2dy + x2dz, gde je C deo Viviani-jeve krive x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 = ax, z ≥ 0

(a > 0) orijentisana u smeru suprotnom kreta�u kaza	ke na qasovniku ako se posmatra sa dela
x-ose za x > a.

[

I = −
π

4
a3

]

7◦ I =
z

C

xdy + xdz, gde je C kriva koja nastaje presekom 
ilindriqne povrxi x2 + y2 = 2x iravni z = x pozitivno orijentisana ako se posmatra iz taqke (0, 0, 1). [I = π]

3



3. Dvojni integrali
i) Izraqunava�e dvojnog integrala1. Izraqunati dvostruke (iterirane) integrale

1◦
1w

0

dx

1w

0

(x+ y)dy. [1]

2◦
3w

1

dy

5w

2

dx

(x+ 2y)2
.

[

1

2
ln

14

11

]

3◦
2πw

0

dϕ

aw

0

ρ2 sin2 ϕdρ. [πa3/3]

4◦
1w

0

dx

xw

x2

xy2dy. [1/40]

5◦
π/2w

0

dϕ

a(1+cosϕ)w

a cosϕ

ρdρ.
[

a2

4
(π + 4)

]2. Izraqunati dvojne integrale
1◦ I =

x

G

1

(1 + x2)(1 + y2)
dxdy, G =

{

(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1
}

. [I = π2/16]

2◦ I =
x

G

(3x2y2 + x)dxdy, G =
{

(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1
}

. [I = 4/3]

3◦ I =
x

G

sin2(x+ y)dxdy, G =
{

(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1
}

.
[

I =
1

8
(5 + cos 4− 2 cos 2

]Uputstvo. I =

1w

0

dx

1w

0

1− cos 2(x+ y)

2
dy itd.3. Izraqunati dvojne integrale

1◦ I =
x

D

xy2dxdy, gde je oblast D ograniqena parabolom y2 = 2px i pravom x = p/2 (p > 0).

[I = p5/21]

2◦ I =
x

G

(4 − y)dxdy, gde je oblast G ograniqena parabolom x2 = 4y i pravama y = 1, x = 0 u Ikvadrantu. [I = 68/15]

3◦ I =
x

G

(x+ 2y)dxdy, gde je oblast G ograniqena krivama y = x2, y2 = x. [I = 9/20]

4◦ I =
x

G

xy dxdy, gde je oblast G ograniqena krugom x2 + y2 = 2y i pravom x+ y = 2 (y ≥ 1).

[I = 1/4]4. Me�aju�i poredak integra
ije, izraqunati
1◦ I =

1w

0

dy

3w

3y

ex
2

dx.
[

I =
1

6
(e9 − 1)

]Uputstvo. I =
x

D

e
x2

dxdy, gde je D : 0 ≤ y ≤ 1, 3y ≤ x ≤ 3 itd.4



2◦ I =

1w

0

xdx

xw

x2

dy

y
√

y − x2
. [I = π/2]5. Dokazati 1w

0

dx

x
2w

x3

f(x, y)dy =

1w

0

dy

3
√

yw
√

y

f(x, y)dx.6. Izraqunati I =
x

D

(x2 + y2)dxdy, gde je D paralelogram sa strani
ama y = x, y = x + a, y = a,

y = 3a (a > 0). [I = 14a4]Uputstvo. Primetiti da je D : a ≤ y ≤ 3a, y − a ≤ x ≤ y.7.* Izraqunati I =
x

D

emax{9x2
,4y2

}dxdy gde je D =
{

(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 3}.
[

I =
1

6
(e36 − 1)

]Uputstvo. D = D1 ∪D2, gde je D1 =
{

(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2, 2y ≤ 3x
} i D2 =

{

(x, y) : 0 ≤ y ≤ 3, 2y ≥ 3x
} paje I =

x

D

e
max{9x2,4y2

}dxdy =
x

D1

e
max{9x2,4y2

}dxdy +
x

D2

e
max{9x2,4y2

}dxdy =
x

D1

e
9x2

dxdy +
x

D2

e
4y2

dxdy azatim sliqno kao zadatak 4.1◦.
ii) Izraqunava�e dvojnog integrala uvoÆe�em odgovaraju�ih smena8. UvoÆe�em polarnih koordinata x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, izraqunati dvojne integrale:

1◦ I =
x

G

xy
√

1− x2
− y2

2x2 + y2
dxdy, gde je G =

{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0
}

.
[

I =
1

6
ln 2

]

2◦ I =
x

G

√

1− x2
− y2

1 + x2 + y2
dxdy, gde je G =

{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, x, y ≥ 0
}

.
[

I =
π

8
(π − 2)

]

3◦ I =
x

D

arctg
y

x
dxdy, gde je D =

{

(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9,
x
√
3
≤ y ≤ x

√

3
}

. [I = π2/6]

4◦ I =
x

D

ydxdy, gde je
i) D =

{

(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2x, y ≥ 0
}

; [I = 11/24]

ii) D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 1, x2 + y2 ≤ 2x, y ≥ 0
}

. [I = 5/24]

5◦ I =
x

D

xdxdy, gde je D =
{

(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4y ∧ x ≤ y ∧ x ≥ 0
}

.
[

I =
1

3

(

11 +
1
√
2

)

]

6◦ I =
x

G

(

x+
y2

x2

)

dxdy, gde je G =
{

(x, y) : x2 + y2 − 2ax ≤ 0, a > 0
}

. [I = a2(a + 1)π]Uputstvo. Prilikom izraqunava�a koristiti integrale
In =

π/2w

0

sinn
xdx =

π/2w

0

cosn xdx =















(n− 1)!!

n!!

π

2
, n paran broj

(n− 1)!!

n!!
, n neparan broj

7◦ I =
x

D

(x2 + y2)dxdy, gde je D =
{

(x, y) : x2 + y2 ≤ 2ax
}

(a > 0).
[

I =
3π

2
a4

]5



9. Izraqunati I = 4
x

D

xy(x2 + y2)e(xy)
2

dxdy, gde je D =
{

(x, y) : 1 ≤ x2
− y2 ≤ 4, 1 ≤ xy ≤ 3, x >

0, y > 0
}

. [I = 3(e9 − e)]Uputstvo. Uvesti smene u = x2 − y2, v = xy i primetiti da je 1 ≤ u ≤ 4, 1 ≤ v ≤ 3.10. Izraqunati I =
x

D

e
x
3+y

3

xy dxdy, gde je oblast D ograniqena parabolama y2 = 2px, x2 = 2py

(p > 0).
[

I =
1

3
(e2p − 1)2

]Uputstvo. Uvesti smene u =
y2

x
, v =

x2

y
i primetiti da je 0 < u ≤ 2p, 0 < v ≤ 2p.11. Izraqunati

1◦ I =
x

G

x3y7
√

1− x4
− y4 dxdy, gde je G =

{

(x, y) : x4 + y4 ≤ 1, x, y ≥ 0
}

. [I = 1/210]Uputstvo. Uvesti smene x = ρ
√
cosϕ, y = ρ

√
sinϕ i primetiti da je 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π/2.

2◦ I =
x

G

x2y2
√

1− x3
− y2 dxdy, gde je G =

{

(x, y) : x3 + y3 ≤ 1, x, y ≥ 0
}

. [I = 4/135]Uputstvo. Uvesti smene x = ρ(cosϕ)2/3, y = ρ(sinϕ)2/3 i primetiti da je 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ π/2.

ii) Primena dvojnog integrala12. Izraqunati povrxinu P ograniqenu krivama:
1◦ xy = a2, xy = 2a2, y = x, y = 2x (x > 0, y > 0);

[

P =
1

2
a2 ln 2

]Uputstvo. Uvesti smene u = xy, v = y/x, a2 ≤ u ≤ 2a2, 1 ≤ v ≤ 2 prilikom izrqunava�a integrala.
2◦ 3y2 = 25x, 5x2 = 9y; [P = 5]

3◦ x2 = ay, x2 = by, x3 = cy2, x3 = dy2 (0 < a < b, 0 < c < d).
[

P =
1

15
(b5 − a5)

( 1

c3
−

1

d3

)

]13. Data je kriva k :
(

x2

2
+

y2

3

)2

=
xy
√
6
.

i) Izraqunati veliqinu povrxine ograniqene datom krivom; [P =
√
6/2]

ii) Izraqunati I =
x

G

xy dxdy, gde je G oblast u I kvadrantu ograniqena datom krivom k.

[I = 1/8]14. Izraqunati zapreminu V tela ograniqenog povrxima:
1◦ z = e−(x2+y

2), x2 + y2 = R2, z = 0; [V = π(1− e−R2

)]Uputstvo. V =
x

x2+y2
≤R2

e
−(x2

+y2
)dxdy.

2◦
(

x

a
+

y

b

)2

+
z2

c2
= 1 (a, b, c > 0) i koordinatnim ravnima x = 0, y = 0, z = 0 u I oktantu;

[

V =
1

3
abc

]

3◦
(

x2

a2
+

y2

b2

)2

+
z

c
= 1 (a, b, c > 0) z = 0;

[

V =
2π

3
abc

]

4◦ z = 1− x2
− y2, y = x, y = x

√

3, z = 0 u I oktantu; [V = 88/105]

5◦ z = 1− 2x2
− 3y2, z = 0.

[

V =
π

2
√
6

]6



15. Izraqunati povrxinu P dela povrxi z =
√

x2 + y2 koja se nalazi unutar 
ilindriqne povrxi
x2 + y2 = 2x. [P =

√
2π]16. Izraqunati veliqinu povrxine P koju ise
a eliptiqki 
ilindar x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a ≥ b > 0) nasferi x2 + y2 + z2 = a2. [P = 8a2 arcsin(b/a)]17. Na�i povrxinu P dela povrxi sfere x2+y2+z2 = a2 koja se nalazi unutar 
ilindriqne povrxi

x2 + y2 = ay (a > 0).
[

P = 4a2
(π

2
− 1

)

]18. Izraqunati povrxinu dela povrxi 
ilindra z = x2 iseqenog ravnima x − 2y = 0, 2x − y = 0,
x = 2

√

2. [P = 13]19. Izraqunati veliqinu povrxine koja le�i u prvom oktantu i pripada povrxi (x+ y)2 + z = 1.
[P = 13/12]20. Na�i povrxinu P i zapreminu V tela koje ograniqavaju povrxi x2 + y2 = az, z = 2a−
√

x2 + y2

(a > 0).
[

P =
πa2

6
(6
√
2 + 5

√
5− 1); V =

5πa3

6

]

iii) Green-Riemann-ova formula21. Izraqunati I =
z

C

−x2ydx+ xy2dy, gde je C : x2 + y2 = a2 pozitivno orijentisan. [

I =
π

2
a4

]22. Izraqunati I =
z

x2+y2=R2

e−(x2
−y

2)(cos 2xy dx+ sin 2xy dy). [I = 0]23. Izraqunati krivolinijski integral
I =

w

⌢
AO

(ex sin y −my)dx+ (ex cos y −m)dy,gde je ⌢
AO gor�i polukrug x2+y2 = ax, y ≥ 0 (a > 0) orijentisan od taqke A(a, 0) do taqke O(0, 0).

[

I =
1

8
a2mπ

]24. Izraqunati
I =

w

C

(ex+y sin 2y + x+ y)dx+
(

ex+y(2 cos 2y + sin 2y) + 2x
)

dy,gde je C kriva y =
√

2x− x2, integra
ija se vrxi od taqke A(2, 0) do taqke O(0, 0).
[

I =
π

2
− 2

]25. Izraqunati krivolinijski integral
I =

w

⌢
AB

(

x2y +
1

3
y3 + yexy

)

dx+ (x + xexy)dy,gde je ⌢
AB: x2+y2 = a2, y ≥ 0, x ≥ 0, integra
ija se vrxi od taqke A(a, 0) do taqke B(0, a), (a > 0).

[

I =
π

2

(a2

2
−

a4

4

)

]26. Izraqunati
I =

z

C

(x+ y)dx− (x − y)dy

x2 + y2gde je C : x2 + y2 = a2 pozitivno orijentisan. [I = −2π]7



4. Trojni integrali
i) Izraqunava�e trojnog integrala1. Izraqunati trojne integrale:

1◦ I =
y

D

1

(1 + x+ y + z)3
dxdy dz, gde je oblast D ograniqena ravnima x+y+z = 1, x = 0, y = 0,

z = 0 (oblast u I oktantu); [

I =
1

2

(

ln 2−
5

8

)

]

2◦ I =
y

G

1

(1 + z)3
dxdy dz, gde je oblast G u I oktantu ograniqena ravnima x+ y = 1, z = x+ y,

x = 0, y = 0, z = 0;
[

I =
1

2
(1− ln 2)

]Uputstvo. Primetiti da je
G : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x, 0 ≤ z ≤ x+ y.

3◦ I =
y

D

xy2z3dxdy dz, gde je oblast D ograniqena povrxima z = xy, y = x, x = 1, z = 0;

[I = 1/364]Uputstvo. D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ z ≤ xy.

4◦ I =
y

G

(

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)

dxdy dz, gde je oblast G ograniqena elipsoidom x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1;

[

I =
4

5
πabc

]Uputstvo. G : −a ≤ x ≤ a, −b

√

1−
x2

a2
≤ y ≤ b

√

1−
x2

a2
, −c

√

1−
x2

a2
−

y2

b2
≤ z ≤ c

√

1−
x2

a2
−

y2

b2
.

5◦ I =
y

D

y cos(z + x)dxdy dz, gde je oblast D ograniqena ravnima y = 0, z = 0, x + z =
π

2
ipovrxinom y =

√

x.
[

I =
π2

16
−

1

2

]Uputstvo. D : 0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤
√
x, 0 ≤ z ≤ π/2− x.2. UvoÆe�em 
ilindriqnih koordinata x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z, izraqunati integrale:

1◦ I =
y

V

√

x2 + y2 dxdy dz, gde je oblast V ograniqena povrxima z2 = x2 + y2, z = 1; [I = π/6]

2◦ I =
y

V

(x2 + y2)dxdy dz, gde je oblast V ograniqena povrxima x2 + y2 = 2z, z = 2;
[

I =
16

3
π

]

3◦ I =
y

V

(x2 + y2)dxdy dz, gde je oblast V ograniqena povrxima x2 + y2 = 2z, 4z = 2 + x2 + y2;

[I = π/3]

4◦ I =

2w

0

dx

√

2x−x2w

0

dy

aw

0

z
√

x2 + y2 dz.
[

I =
8

9
a2

]Uputstvo. I =
y

D

z
√

x2 + y2 dxdy dz, gde je V : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤
√
2x− x2, 0 ≤ z ≤ a.3. UvoÆe�em sfernih koordinata x = ρ cosϕ cos θ, y = ρ sinϕ cos θ, z = ρ sin θ izraqunati integrale:

1◦ I =
y

V

√

x2 + y2 + z2 dxdy dz, gde je oblast V ograniqena sferom x2 + y2 + z2 = z; [I = π/10]8



2◦ I =
y

V

xyz dxdy dz, gde je oblast V ograniqena sferom x2 + y2 + z2 = 1 i ravnima x = 0,

y = 0, z = 0 u I oktantu; [I = 1/48]

3◦ I =
y

D

√

x2 + y2 + z2 dxdy dz, gde je D =
{

(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ z, x2 + y2 ≤ z2
}

;

[

I =
π

10

(

1−
1

4
√
2

)

]

4◦ I =

1w

0

dx

√

1−x2w

0

dy

√

2−x2
−y2w

√

x2+y2

z2 dz.
[

I =
π

15
(2
√
2− 1)

]Uputstvo. I =
y

V

z
2 dxdy dz, gde je D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤

√
1− x2,

√

x2 + y2 ≤ z ≤
√

2− x2 − y2, tj. Dje oblast ograniqena povrxima z2 = x2 + y2, x2 + y2 + z2 = 2, u I oktantu, unutar 
ilindriqne povrxi.4. Izraqunati I =
y

D

(

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)

dxdy dz, gde je oblastD ogranqena elipsoidom x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

[

I =
4

5
πabc

]Uputstvo. Uvesti uopxtene sferne koordinate x = aρ cosϕ cos θ, y = bρ sinϕ cos θ, z = cρ sin θ; tada je
0 ≤ ϕ ≤ 2π, −π/2 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ ρ ≤ 1.

iii) Primena trojnog integrala5. Izraqunati zapreminu tela ograniqenog povrxima az = x2 + y2, z =
√

x2 + y2 (a > 0).
[

V =
π

6
a3

]Uputstvo. Uvesti 
ilindriqne koordinate. Zadatak uraditi i pomo�u dvojnog integrala.6. Izraqunati zapreminu V tela ograniqenog povrxinom:
1◦

(

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)2

=
x

h
(h > 0);

[

V =
a2bc

3h
π

]Uputstvo. Uvesti uopxtene sferne koordinate.
2◦ (x2 + y2 + z2)

2
= aze−(x2+y

2)/(x2+y
2+z

2), (a > 0);
[

V =
π

3
a3(1 − e−1)

]Uputstvo. Uvesti sferne koordinate.
3◦∗ (x2 + y2 + z2)

2
= a2(x2 + y2 − z2), (a > 0);

[

V =
a3π2

4
√
2

]Uputstvo. Uvesti sferne koordinate; 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −π/4 ≤ θ ≤ π/4, 0 ≤ ρ ≤ a
√
cos 2θ.

4◦
(

x2 +
y2

2
+

z2

3

)2

= z. [V = π
√
2]

5◦
(

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)2

=
x2

a2
+

y2

b2
.

[

V =
π2

4
abc

]Uputstvo. Uvesti uopxtene sferne koordinate.
6◦ x2 + y2 + z2 = 4a2, x2 + y2 = 3az, (a > 0) (oblast unutar paraboloida). [

V =
19

6
πa3

]Uputstvo. Uvesti 
ilindriqne koordinate.
9



5. Povrxinski integrali
i) Izraqunava�e povrxinskih integrala1. Izraqunati povrxinske integrale prve vrste:

1◦ I =
x

S

(yz + zx + xy)dS, gde je S deo povrxi konusa z =
√

x2 + y2 koji ise
a 
ilindar
x2 + y2 = 2ax (a > 0).

[

I =
64

15
a4

√
2

]

2◦ I =
x

S

(x+ y + z)dS, gde je S povrx x2 + y2 + z2 = a2, a ≥ 0. [I = πa3]

3◦ I =
x

S

(

z + 2x+
4

3
y

)

dS, gde je S deo ravni x

2
+

y

3
+

z

4
= 1 koji le�i u I oktantu. [I = 4

√
61]

4◦ I =
x

S

|xyz|dS, gde je S deo povrxi z = x2 + y2, z ≤ 1. [I = (125
√
5− 1)/420]

5◦ I =
x

S

(x2 + y2)dS, gde je S rub tela √

x2 + y2 ≤ z ≤ 1.
[

I =
π

2
(1 +

√
2 )

]

6◦ I =
x

S

(x2 + y2 + z2)dS, gde je S sfera x2 + y2 + z2 = 1. [I = 4π]

7◦ I =
x

S

(x2 cosα+ y2 cosβ+ z2 cos γ)dS, gde je S deo povrxi konusa z2 = x2+ y2, 0 ≤ z ≤ h, cosα,

cosβ, cos γ su kosinusi uglova xto ih spo	na normala gradi sa koordinatnim osama. [

I = −
π

2
h4

]2. Izraqunati povrxinske integrale druge vrste:
1◦ I =

x

S

xyz dxdy, gde je S spo	na strana dela sfere x2 + y2 + z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0. [I = 2/15]

2◦ I1 =
x

S

z dxdy, I2 =
x

S

z2 dxdy gde je S spo	na strana elipsoida x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

[

I1 =
4

3
πabc; I2 = 0

]

3◦ I =
x

S

x3 dy dz, gde je S gor�a strana dela elipsoida x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, z ≥ 0.

[

I =
2π

5
a3bc

]

4◦ I =
x

S

y dxdz, gde je S gor�a strana dela ravni x+ y + z = a, (a > 0) koji le�i u I oktantu.
[I = a3/6]

5◦ I =
x

S

x2 dy dz, gde je S spo	na strana dela povrxi paraboloida z =
H

R2
(x2+ y2), x ≥ 0, y ≥ 0,

z ≤ H (H > 0).
[

I =
4

15
HR3

]

6◦ I =
x

S

dxdy

z
, gde je S spo	na strana sfere x2 + y2 + z2 = a2. [I = 2πa]10



ii) Formula Gauss-Ostrogradskog3. Izraqunati povrxinske integrale druge vrste:
1◦ I =

{

S

xdy dz + y dz dx+ z dxdy, gde je S spo	na strana sfere x2 + y2 + z2 = a2 (a > 0).

[I = 4πa3]

2◦ I =
{

S

x2 dy dz+y2 dz dx+z2 dxdy, gde je S spo	na strana sfere (x−a)2+(y−b)2+(z−c)2 = r2.

[

I =
8π

3
r3(a+ b+ c)

]Uputstvo. Kod izraqunava�a trojnog integrala koristiti smene x = a+ρ cos ρ cos θ, y = b+ρ sinϕ cos θ,

z = c+ ρ sin θ, tada je 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −π/2 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ ρ ≤ r.

3◦ I =
x

S

(y−z)dy dz+(z−x)dz dx+(x−y)dxdy, gde je S spo	na strana konusne povrxi x2+y2 = z2,

0 ≤ z ≤ h (samo omotaq kupe). [I = 0]Uputstvo. Iskoristiti I =
x

S

+
x

B

−
x

B

=
{

S∪B

−
x

B

gde je B : x2 + y2 ≤ h2, z = h sa vektorom normale
−→
k . Tada je {

S∪B

= 0,
x

B

=
x

x2+y2
≤h2

(x− y)dxdy = 0 poxto je na povrxi B : z = h, a odatle je dz = 0.

4◦ I =
x

S

y2 dy dz+(x2+y2)dz dx+(x2+y2+z2)dxdy, gde je S spo	na strana povrxi x2+y2+z2 =

2Rx, z ≥ 0 (R > 0) (gor�a polusfera). [I = 2πR4]Uputstvo. Kao u prethodnom zadatku I =
{

S∪B

−
x

B

, gde je B : x2 + y2 ≤ 2Rx, z = 0, sa vektorom normale
−
−→
k , tada je {

S∪B

=
y

x2
+y2

+z2≤2Rx
z≥0

(2y + 2z)dxdy dz,
x

B

= −
x

x2+y2
≤2Rx

(x2 + y
2) dxdy, poxto je na povrxi

B : z = 0.

iii) Stokes-ova formula4. Izraqunati krivolinijske integrale
1◦ I =

z

C

(y − z)dx + (z − x)dy + (x − y)dz, gde je C elipsa x2 + y2 = a2,
x

a
+

z

h
= 1 (a, h > 0)orijentisana u suprotnom smeru kreta�a kaza	ke na qasovniku ako se posmatra sa dela x-ose za

x > a. [I = −2πa(a + h)]

2◦ I =
z

C

(2x−y)dx+(z−x)dy+(sin z+x)dz, gde je kriva C presek povrxi x2+y2 = 1, x+y+z = 1pozitivno orijentisana ako se posmatra iz taqke (0, 0, 2). [I = −2π]

3◦ Rexiti zadatak 2.6◦ primenom Stokes-ove formule.
4◦ I =

z

C

(y2+ z2)dx+(z2+ y2)dy+(x2+ y2)dz, gde je C pozitivno orijentisana kriva koja nastajepresekom povrxi x2 + y2 + z2 = 2Rx, z ≥ 0 i x2 + y2 = 2rx (0 < r < R) ako se posmatra sapozitivnog dela z-ose. [I = 2πr2R]

5◦ I =
z

C

y2 dx − x2 dy + z2 dz, gde je C pozitivno orijentisana kriva ako se posmatra iz taqke
(2, 0, 0) koja nastaje presekom povrxi x2 + z2 + y − 1 = 0 sa koordinatnim osama koje le�e u Ioktantu (x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0). [I = −31/30]11



Uputstvo. Primenom Stokes-ove teoreme, imamo I =
x

S

−2(x+ y) cos γ dS = −2
x

S

(x+ y)dxdy, gde je Sdeo povrxi x2 + z2 + y − 1 = 0 u I oktantu orijentisane spo	nom normalom −→n0 koja sa pozitivnim delom
z-ose gradi oxtar ugao, stoga je I = −2

x

D

(x+ y) dxdy, gde je D =
{

(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x2
} itd.

6◦ I =
z

C

8y(1 − x2
− z2)3/2dx + xy3 dy + sin z dz, gde je C kriva koju ograniqava deo elipsoida

4x2 + y2 + 4z2 = 4 (x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0) pozitivno orijentisana ako se posmatra iz taqke (2, 2, 2).
[I = −32/5]Uputstvo. Primenom Stokes-ove teoreme, imamo

I =
x

S

[

− 24yz(1− x
2 − z

2)1/2 cos β +
(

y
3 − 8(1− x

2 − z
2)

︸ ︷︷ ︸

=0

3/2)
cos γ

]

dS

= −24
x

S

yz(1− x
2 − z

2)1/2 cosβdS = −24
x

S

yz(1− x
2 − z

2)dz dx

= −24
x

x2
+z2≤1

x,z≥0

z · 2
√

1− x2 − z2 · (1− x
2 − z

2)1/2dz dx = −48
x

x2
+z2≤1

x,z≥0

z(1− x
2 − z

2)dz dx itd.

12
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