Teorija polja - zadaci

1. Pokazati da je vektorsko polje:
f: (2x—l—y—|—z,x—|—2y—|—z,x—|—y+22)

potencijalno i naci njegov potencijal.

Resenje. Neposredno se proverava da za svako (z,y, z) € R® vazi:
rot f=0 i divf=6(£0).

Samim tim vektorsko polje f je potencijalno. Dalje, za prethodno potencijalno polje
f:R* — R, potencijal jeste svaka funkcija ¢ : R* — R takva da vazi:

gradg = f.

Prethodna jednakost dovodi do sistema:

(1) %:21’4—2/—{—2’ (2) 2—521’4—22/4—2, (3) 0 =x+y+ 2z
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Iz jednacine (1) dobijalmo:

(4) g=2"+ay+ 2z +a(y,2),
za neku funkciju a@ = a(y,z) : R*> — R. Dalje, iz jednacina (2) i (4) dobijamo sledeéu
: da ,
jednakost: — = 2y + 2z i odatle:
dy
(5) a(y,z) =y* +yz +b(2),

za neku funkciju b = b(z) : R — R. Iz jednacina (4) i (5) dobijamo:
(6) g=2*+ 9y +ay+yz+zx+b(2).
Kona¢no, iz jednacina (3) i (6) dobijamo diferencijalnu jednacinu:
(7) b (z) —22=0,

sa opstim resenjem:

(8) b(z) = 22+ C,

gde je C neka konstanta. Sveukupno, funkcija potencijala je oblika:

g=2*+y*+ 22 +ay+yz+zx+C.



2. Ispitati prirodu vektorskog polja
alr,y,z)=y+zz+z,x+y),

a zatim odrediti cirkulaciju tog vektora duz velikog kruga sfere 22 + y? + 2% = 25 izmedu
tacaka A(3,4,0) 1 B(0,0,5).

Resenje.

Nije tesko uoditi da je polje LAPLACEovo posto je divd = 0 irota = 0. Kako vektorska
funkcija zadovoljava uslove nezavisnosti krivolinijskog integrala od puta integracije i kako je
potencijal datog polja ¢(x,y,2) = xy + yz + xz + ¢ tada je trazena cirkulacija C' =

3. Data su skalarna polja f = ayz, ¢ = xy + yz + zx. 1°. Formirati vektorska polja

@ = grad f, b = gradg i ispitati prirodu vektorskog polja @xb. 2°. Izracunati / (@xb)-dr,
C

gde je C' duz koja spaja tacke O(0,0,0) i B(1,2,3).

Resenje. 1°. Vazi @ = grad f = (yz, 2z, 2y) i b=divg = (y+z,z+z,2+y). Naosnovu

toga formiramo vektorsko polje:

ixb=| yz oz ay |=2-y)it@-2)]+ 2y - ok
y+z z+xr x+y

-

Odatle se proverava: div(d@ x b) = 0 rot(@x b) = (2 + 22)i + (224 22)j + (22 + y2)k #£ 0.
Samim tim polje @ x b jeste solenoidno.

2°. Duz OB se moze prikazati u obliku x = t, y = 2t, z = 3t, gde je t € [0, 1]. Cirkulacija
vektora @ x b po duzi OB iznosi:

1

/(6 x b) - dFf = /xQ(z —y)dw + 1y (x — 2)dy + 2*(y — x)dz = 12/t3dt = 3.
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